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Gauge Solutions with Spherical Symmetry for the Massless Spin 2 Field 
 

It is known that the system of Pauli-Firz equations for a massless field with spin 2 admits the existence 

of gauge solutions, they correspond to states that do not contribute to physically observable quantities such 

as the energy-momentum tensor. Such gauge solutions are determined by the known formulas through exact 

solutions of the equations for massless spin 1 field. In this paper, the problem is investigated in spherically 

symmetric case. Four independent solutions of the Duffin-Kemmer equation for a massless field with spin 1 

in the spherical coordinate system are used. On this base, we found explicit form of four independent gauge 

solutions for spin 2 field. These solutions are presented in the form of linear combinations of Bessel functions with 

different indices, ( ), 3 / 2, 1/ 2, 1/ 2, 3 / 2, 5 / 2.pJ r p j j j j j        The established structure of gauge 

solutions can help in finding all solutions of the radial system of equations for a field with spin 2. 

Key words: spin 2, Pauli – Fierz equation, massless field, spherical symmetry, spin 1 field, Duffin – 

Kemmer equation, gauge solutions, Bessel functions. 

 

КАЛИБРОВОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ СО СФЕРИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ  

ДЛЯ БЕЗМАССОВОГО ПОЛЯ СО СПИНОМ 2 
 

Известно, что система уравнений Паули – Фирца для безмассового поля со спином 2 допускает 

существование калибровочных решений, им отвечают состояния, не дающие вклад в физически 

наблюдаемые величины типа тензор энергии-импульса. Эти калибровочные решения определяются 

согласно известным формулам через решения системы уравнений для безмассового поля со спином 1. 

В работе этот вопрос исследуется в сферически симметричном случае. Используются 4 независимые 

решения уравнения Даффина – Кеммера для безмассового поля со спином 1 в сферической системе 

координат. На этой основе получен явный вид четырех независимых калибровочных решений для поля 

со спином 2. Эти решения представляются в виде линейных комбинаций из функций Бесселя с различными 

индексами: ( ), 3 / 2, 1/ 2, 1/ 2, 3 / 2, 5 / 2.pJ r p j j j j j        Установленная структура калибровочных 

решений может помочь при нахождении всех решений радиальной системы уравнений для поля со спином 2. 

Ключевые слова: спин 2, уравнение Паули – Фирца, безмассовое поле, сферическая симметрия, 

спин 1, уравнение Даффина – Кеммера, калибровочные решения, функции Бесселя. 
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1. Introduction 

After the investigation by Pauli and Fierz [1; 2], the theory of massive and massless 

fields is attracted much attention, for instance see [3–18; 21–25]. The most of the studies were 

performed in the framework of 2-nd order differential equations, as in [1; 2]. 

However it is known that many specific difficulties may be avoided if from the very 

beginning we start with the sysrtems of the first order equations. Apparently, the first 

systematic study of the theory of spin 2 fields within that formalism was performed by F. I. 

Fedorov [6]. It turns out that this description requires a field function with 30 independent 

components. This theory was re-discovered by Regee in [8]. 

It is known that in the theory of massless spin 1 particle (electromagnetic field) there 

exists the gauge symmetry, so all solutions of the gradient type do not contribute to physically 

observable quantities, like energy-momentum tensor. 

Also it is known [1; 2] that the system of equations desribing the massless spin 2 field 

allows the existence of the gauge type solutions, which do not contribute to the physically 

observable quantities. They all are determined through an arbitrary vector fields ( )aL x  

in accordance with the formulas [1; 2] 
 

( )

( );( ) = ( ) ( ),c c

c cH x e L x e L x 

    
 

( ) [ ] [ ] ( ) ( )

1
( ) = ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ,

2

c

ab ca b cb a a b b a abx L x e L x e L x g x 

            

 

where ( )cL x is a vector field; we assume the use of tetrad formalism [18, 19]. Below we will 

examine such solutions for spherically symmetric case. 

 

2. Gauge solutions for massless spin 2 field 

For scalar component referring to the spin 2 field, we have the following general 

expression (first we assume the use of Cartesian basis for components of vector field) 
 

 0 3 1 2

2 1 cos
( ) = ( ) ( ) ( ) [( ) ( ) ( )].

sin sin
t rH x L x L x L x L x

r r







 


         (1) 

 

With the use of cyclic representation for vector components (see notations in [...]) 
 

    0 0 3 2 1 1 3 2 1 3

1
= , = , = , = ,

2 2

i
L L L L L L L L L L     (2) 

 

we can rewrite relation (1) as follows 
 

    0 2 1 3 1 3

2 1 cos
( ) = ( ) [( ) ].

sin sin2
t rH x L L L L i L L

r r







 


            (3) 

 

Bearing in mind the substitution for 4-vector = ( )aL L : 
 

  

0 0

1 1

2 0

3 1

( )

( )
( ) = ,

( )

( )

i t

L r D

L r D
L x e

L r D

L r D

 



 (4) 
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we apply the technics of Wigner D -functions, for more details see in [19; 20], we transform 

relation (3) to the form 
 

0 2 1 1 3 1

2 1 cos cos
= { ( ) [ ( ) ( ) ]}.

sin sin2

i t d m m
H e i L L L D L D

dr r r
 

 

 



 

   
           (5) 

 

With the use of the known recurrent formulas for Wigner functions [20.], we derive 
 

 0 2 1 3

2
( ) = ( ) ( ).

2

d a
h r i L L L L

dr r r
      (6) 

 

Now let us specify the gauge tensor ab , in Cartesian basis it is defined by the formulas 

[24; 25]: 
 

 

00 0 0 11 3 1 1

22 1 3 2 2 33 3 3

01 1 0 1 02 2 0 2 03 3 0 3

23 2 3 2 1 31 1 1

1 2 2 1
= 2 = , = = ,

2 2

cos 2 1 1
= 2 2 = , = 2 = ,

sin sin 2 2

= = , = = , = = ,
sin

1 1
= = , =

sin

t

r

t t t r

r r

L h f L L h f
r r

L L L h f L h f
r r r

L L d L L d L L d
r r

L L L c L L
r r r r







 



 





      


      


         

 
          3 2

12 2 2 1 3

= ,

cos
= = .

sin sin

L c

L L L c
r r r



 


   

 (7) 

 

Transition of the 10 components of the symmetric tensor ab  to cyclic components 

is reached with the help of the following transformation (see in [24; 25]): 
 

1

2

3

1

2

3

1

2

3

0

1 1 . . . 2 . . . .

. . 2 . . . . . . .

1 1 . . . 2 . . . .

. . . 2 2 . . . . .

1 1 . . . . . . . .1
=

. . . 2 2 . . . . .2

. . . . . . 2 2 . .

. . . . . . . . 2 .

. . . . . . 2 2 . .

. . . . . . . . . 2

i
f

f
i

f

ic

c

ic

d i

d

d i
f

 



 





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3 1 1

1 3 2 2

3 3

2 3 2 1

1 1 3 2

2 2 1 3

1 0 1

2 0 2

3 0 3

0 0

( c

2 2 1
=

2

cos 2 1
2 2 =

sin sin 2

1
2 =

2

1
=

sin

1
= 1

=

cos
=

sin sin

=

=
sin

=

1
2 =

2

r

r

r

t

t

t r

t

m

L L h f
r r

L L L h f
r r r

L h f

L L L c
r r

L L L c
r r

r

L L L c
r r r

L L d
r

L L d
r

L L d

L h f

















 





 





  


  

 


   


   




  


 


 

  

 

 

 

1 2 1 2

3

1 2 1 2

1 2 3 3 1 2

1 2 3 1

1 2 3 3 1 2

os( )) csc( )

1
4

2

( cos( )) csc( )

csc( )

2

cot( ) csc( ) 2
2

csc( )

2

c

L iL L i L

r L
r

m L iL L i L

L iL m L L r L ir L
r r

r
L im L L L

L iL m L L r L ir L
r r

m

 
 

 
 




 





 
  

 

 
  

 

 
    

 

  
     

  

 
    



  
     

  

  

 

 

0 1 2 0

0 3

0 2 1 0

0

.

sc( )

2

csc( )

2

1
4

2

L r iL L L

r L i L
r

m L r L iL L

r i L








  



 
 

 


   



  

 

Expressing the Cartesian components of the vector through the cyclic ones 
 

 0 0 0 3 2 0= ( ) , = ( ) ,L L r D L L r D  
 

   1 1 1 3 1 2 1 1 3 1

1
= ( ) ( ) , = ( ) ( ) ,

2 2

i
L L r D L r D L L r D L r D        

 

we obtain (reminding the identity =h h ) 
 

2H
1

=
r

  
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 

 

 

 
 

     

 
 

1 1 1

0 0 2

3 1 1

2 0 0

1 3 3

0 2 0 1 1 1 3 1 1

2 0 0

1 1 1

1

2 ( csc( ) cot( )) '

1
4 '

2

2 ( cos( ))csc( ) '

' csc( )
'

2

1
4 2 (cos( ) )csc( ) ' ( cos( ))csc( ) '

2

csc( ) '
'

2

L m D D

r hD D L

L m D D

L D m D
D rL L

rhD L D L m D D L m D D

L m D D
D rL L

ir L D

 

 



   



 

 



   





  



  


 

       

 
 


 

 

 

 

0 0 0

1

0 0 2 0

0 0 0

3 1

0 0 0

.

csc( ) '

2

'

' csc( )

2

1
4

2

L m D D

r D L i L D

L D m D
ir L D

r hD i L D














 

 
 

Applying the recurrent formulas for Wigner functions, we find the following 

representation for the Cartesian components of the gauge symmetric tensor 
 

 

 

 

 
 

 

1 2

2 0

3 21

2
2 3 3 1

3

1
2 1 3 0

2

3 1 2 1 1

1

0 1 12

3
0 2 0

0

0 3 1

0 0

2

2 '
2

2

1
2 2 2 '

2

1
4 2 ( )

21
= ,1

2 2 2 '
2

1
2 2

2

'

1
2 2

2

2
2

bL D

h
r L D

bL Df

f
aL L rL D

f

rc h L a L L D
rc

rc L aL rL D

d

aL iL r Dd

d
r L iL D

f

aL iL r D

h
r iL D















 
 

 



  

 
    

 

  

 



 

 
  

 

 (8) 

from (8) follow expressions for separate radial components: 
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1 1 2 2 3 3

1 2 3 3 2 2 1 3

3 2 1 1 1 0 1

2 0 2 3 0 3 0 0

2 2
= , = 2 ', = ,

2

1 1 2
= ', = ( ),

22 2

1
= ', = ,

2 2

= ' , = , = 2 .
22

b h b
f L f L f L

r r

a a
c L L L c h L L L

r rr r

a a
c L L L d L i L

rr r

a h
d L i L d L i L f i L

r

  

      

    

    

 (9) 

 

Let us impose the parity restrictions on the gauge vector aL  (see in [19]): 
 

 

0 0

1

1 1 0 2 3 1

2 0 3 1

3 1

( )

( ) = ( 1) , ( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = ( );
( ) = ,

( ) = ( 1) , ( ) = ( ).

( )

j

j

L r D

L r D P L r L r L r L r
L x

L r D P L r L r

L r D







 

 
 (10) 

 

At the parity 
1= ( 1) jP  , we have 

 

0 2 1 3

2
= ( ) ( ) 0,

2

d a
h i L L L L

dr r r
       

 
1 1 2 3 1 1 1 1 2

3 1 1 1 1 2 3 1 0

1 2 1
= 2 , = 0, = , = ', = 0,

1
= ', = , = 0, = , = 0;

b
f bL f f L c L L c

r r r

c L L d i L d d i L f
r

 

  

 (11) 

 

at the parity = ( 1) jP  , we have 
 

0 2 1

2 2
= ( ) ,

2

d a
h i L L L

dr r r
     

 

1 1 3 1 2 0 2 1 2

1 2 1 1 3 2 1 1

2 0 2 1 2

1 0 1 3 0 1 2 0 2

0 0 2 1

2 2 1 2
= , = , = ( ) 2 ',

2 2 2

1 1
= ', = ',

2 2

1 2 2
= ( ) ,

2 2 2

= , = , = ' ,
2 2

1 2 2
= ( ) 2

2 2 2

b b i d a
f L f L f L L L L

r r dr r r

a a
c L L L c L L L

r rr r

i d a
c L L L L

dr r rr

a a
d L i L d L i L d L i L

r r r

i d a
f L L L

dr r r

      

     

    

    

     0.i L

 (12) 
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3. Explicit form of the gauge solutions for massless spin 2 field 

Alternatively, we may ignore the above parity restrictions on components of the vector 

field aL , and apply the general form of correspondence ( ) ( )aL x x  , ( )ab x  according 

to the formulas (assuming the use of dimensionless variable =z r ) 
 

0 2 1 3

2
= ( ) ( ),

2

d a
h iL L L L

dz z z
      

1 1 2 2 3 3

2 2
= , = 2 , = ,

2

b h d b
f L f L f L

z dz z
    

1 2 3 3 2 2 1 3 3 2 1 1

1 1 2 1
= , = ( ), = ,

22 2 2

a d a a d
c L L L c h L L L c L L L

z dz z z dzz z z
          1 0 1 2 0 2 3 0 3 0 0= , = , = , = 2 .

22 2

a d a h
d L iL d L iL d L iL f iL

dzz z
        (13) 

 

Let us write expressions for 4 independent vector fields 
( ) ( )i

aL x , they are solutions 

of the equation for massless spin 1 field (see in [26]): 
 

(1) (1) (1) (1)

0 2 1 3 1/21/2

1
= 0, = 0, = = ;jL L L L J

z
  

(2) (2) (2) (2)

2 1/2 3 1/2 1 0 1/21/2 1/2 1/2

2 2
= , = = , = ;j j j

j a j
L i J L i J L L J

z z z
     

(3) (3) (3) (3)

1 3 3/2 2 3/2 0 1/21/2 1/2 1/2

2 1 2 1
= = , = , = ;j j j

j j j
L L i J L i J L J

z z z
  

 
  

(4) (4)

1 3 1/2 3/2

1 1
= = ,

2 1 2 1
j j

a a
L L J J

j jz z
  

 
 

 (4) (4)

2 1/2 3/2 0 1/21/2

1 1 1 2
= 2 2 , = ,

2 1 2 1
j j j

j j
L J J L i J

j j zz z
  


 

 
 (14) 

 

where ( )pJ z  denote the Bessel functions. For each vector field 
(1) (4),...,L L , we can find 

corresponding 11 gauge components. 

For 
(1)

1L   , 
 

1 3 1 3

2 2 2 2
0 1 3 2

2 ( ) 2 ( )

= 0, = 0, = , = , = 0,
(2 1) (2 1)

j j j j
b J J b J J

h f f f f
j z j z

   
 


 

 

3 1 3 1

2 2 2 2
1 3 2

( 2) ( 1) ( 2) ( 1)

= , = , = 0,
(2 1) (2 1)

j j j j
j J j J j J j J

c c c
j z j z

   
     


 

 

1 1

2 2
1 3 2= , = , = 0, = 0

j j
iJ iJ

d d d h
z z

 

  
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or differently 
 

1 1/2 1/2 3/2

0 0

2 2

0(2 1) (2 1)

00 0

02 2

0(2 1) (2 1)

01 2
1

= [ ].0(2 1) (2 1)

00 0

1 2

0(2 1) (2 1)

0 0

00 0

0 0

0 0

j j j

b b

j j

b b

j j

j j

J J Jj j
z

ij j

j j

i

  

 
 

 

 


   

 


 

 

 

(2)

2L   , 
 

 2

1

2
0

(7 5)

= 0, = ,
2(2 1)

j
i a j j J

h f
j z


 


 

 

3 1 3 1

2 2 2 2

1 3

2 2

= , = ,
(2 1) (2 1)

j j j j
i ab J J i ab J J

f f
j z j z

   

   
    

    
 

 

 

   2 2

3 1

2 2
2

(3 5) (5 1)

= ,
2(2 1)

j j
a j j J a j j J

f i
j z

 
    




 

 

 2

3 1 3 1 3 1

2 2 2 2 2 2

1 3 2

2( 1) 2( 1) ( 3)

= , = , = ,
(2 1) (2 1) 2(2 1)

j j j j j j
ia j J J ia j J J i a j j J J

c c c
j z j z j z

     

     
           

     
  

 

1 3 1 3 3 1

2 2 2 2 2 2

1 3 2

(3 1) (3 1) 2 ( 1) (3 1)

= , , = ,
(2 1) (2 1) (2 1)

j j j j j j
a j J jJ a j J jJ j j J j J

d d d
j z j z j z

     

     
           

     
  

 

 

that is 
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2

2 3/2 1/2

00

22
0

(2 1)(2 1)
0

2 22 2 ( 1)
0

(2 1)(2 1)
0

22
0

(2 1)(2 1)
0

02( 1)1
= [ 2 12 1

(3 1)
2 ( 1)2 ( 1) (2 1)

(2 1)
2 (3 1)

(2 1)2( 1)
2 1

(3 1
0

(2 1)
0

0
0

0

j j

i abi ab

jj

i ji j j

jj

i abi ab

jj

aiai
j

J J jj
a jz

i j ji j j j
j

j j
ai

jj
j

a j

j

 













   


  












1/2 3/2

0

0

0

0

0

0

0
].

2 1
(2 1)

2 ( 1)

(2 1)
2 1

0
2 1

0
0

0

2 2

j jJ J
aj

j
j

j j
ai

j
j

aj

j

i j

 






 




 

(3)

3L   , 
 

0 1/2= 0, = 2 2 1 ,jh f i j J   

 

1 5 1 5

2 2 2 2

1 3

2 2

= , = ,
(2 3) (2 3)

j j j j
i b j J J i b j J J

f f
j z j z

   

   
    

    
 

 

 

2 1/2 5/2

1 1 2 1
= 2 2 1( ),

2 3 2 3
j j

j j
f i j J J

j jz z
 

 
 

 
 

 

1 1/2 5/2 3 1/2 5/2

2 ( 2) 2 ( 2)1 1
= , = ,

2 3 2 3(2 3) (2 3)
j j j j

i j i j j i j i j j
c J J c J J

j jz j z z j z
   

 
   

  
 

 

2 1 5

2 2

2 1( 2)
= ,

2 3 j j

i j j
c J J

j  

  
  

  
 

 

1 1/2 3/2 3 1/2 3/2

( 1) (3 2) ( 1) (3 2)
= , =

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
j j j j

j j j j j j j j
d J J d J J

j z j z j z j z
   

   
 

   
 

2 1 3

2 2

2 1 2 1(3 2)
= ,

(2 1) (2 1)j j

j j j j
d J J

j z j z 

  
 

 
 

 

that is 
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3 1/2 1/2 3/2

0 0

2 2
0 0

(2 3) (2
0 0

1
2 2 10 0

2 3
0 0

2
0 0

(2 3)
0 0

0 01
2 3= [

( 1) (3 2)
2 1

(2 1) (2 1)
(2 3)

2 1 2 1(3 2)

(2 1) (2 1)
2 3

( 1) (3 2)
0

(2 1) (2 1)
0

0 0
0

2 2 1

j j j

i jb i jb

j

j
i j

j

i jb

j

i j

jJ J J
j j j jz

i j
j j

j
j j j j

i j
j j

j
j j j j

j j

i j

  

 











   

 


 


  


 


 

 



5/2

3)

2
2 2 1

2 3

2

(2 3)

2 ( 2)

].(2 3)

2 1
( 2)

(2 3)

2 ( 2)

(2 3)

0

0

0

0

j

j

j
i j

j

i jb

j

i j j

Jj

i j
j

j

i j j

j






 












 








 

For the case 
(4)

4L    
 

0 1/2

1
= 0, = 2 2 ,jh f J

z
  

 

1 3/2 1/2 5/2 3

2 1 2 1
= [ ] = ,

(2 1)(2 1) (2 1)(2 3) (2 1)(2 3)
j j j

ab
f J J J f

j j j j j jz
    

     
 

 

3 3/2 1/2 5/2

2 1 2 1
= [ ],

(2 1)(2 1) (2 1)(2 3) (2 1)(2 3)
j j j

ab
f J J J

j j j j j jz
   

     
 

 

2 2 2

2 3 1 5

2 2 2

(4 4 ) 2( 4 4 2) (4 12 8)
= ,

2(2 1)(2 1) 2(2 1)(2 3) 2(2 1)(2 3)j j j

j j j j j j
f J J J

j j z j j z j j z  

     
 

     
 

 

2 2

1 3 1 5

2 2 2

(2 3) 1 (2 3 2)
= 2 [ ],

(2 1)(2 1)(2 3) (2 1)(2 3) (2 1)(2 1)(2 3)j j j

j j j j
c a J J J

j j j z j j z j j j z  

    
 

       
 

2 2

3 3 1 5

2 2 2

(2 3) 1 (2 3 2)
= 2 [ ],

(2 1)(2 1)(2 3) (2 1)(2 3) (2 1)(2 1)(2 3)j j j

j j j j
c a J J J

j j j z j j z j j j z  

    
 

       
 

 22 2

2 3 1 5

2 2 2

2 6 4(2 2 ) 2(2 2 2)
=

2(2 1)(2 1) 2(2 1)(2 3) 2(2 1)(2 3)j j j

j jj j j j
c J J J

j j z j j z j j z  

   
 

     
 

 

1 3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2

1 3 2

2 2 2 2 ( 1)

= , = , = .
(2 1) (2 1) (2 1)

j j j j j j
ia J J ia J J i jJ j J

d d d
j z j z j z

     

     
        

     
  
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That is 

2

2

4 3/2 1/2

2

2

0 0

2 2 2
0

(2 1)(2 1) (
0

(4 4 )
0

2(2 1)(2 1)
0

2
0

(2 1)(2 1)
0

2 (2 3)
01

= [ (2 1)(2 1)(2 3)
2

(2 2 )
(2 1)

2(2 1)(2 1)
2 2

2 (2 3)
(2 1)

(2 1)(2 1)(2 3)
2

0
(2 1)

0
0

0

0

j j

ab ab

j j

j j

j j

ab

j j

a j j

J Jj j j
iaz

j j
j

j j
i j

a j j
j

j j j
ia

j

 

 



 

 

 


    




 

 


  



2

1/2

2

2 1)(2 3)

2( 4 4 2)

2(2 1)(2 3)

2 2

(2 1)(2 3)

2 (2 1)

(2 1)(2 1)(2 3)

2(2 2 2)

2(2 1)(2 3)

2 (2 1)

(2 1)(2 1)(2 3)

0

0

0

2 2

j

j j

j j

j j

ab

j j

a j

Jj j j
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j
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In the following, the multiplier 1/ z  will be omitted for brevity. 
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4. Non-gauge nature of the simplest solution   

Let us recall the structure of the simplest solution which was found in [20] for states 

with parity 
1= ( 1) j  : 

 

 
1/2 3/2

0 0

2 2 2 1

2 1 2 1

0 0

2 2 2 1

2 1 2 1

1 1

= =2 1 2 1

0 0

1 1

2 1 2 1

0 0

0 0

0 0

0 0

j j

j j

b j b j

j j

b r j b j

J Jj j

j j

 

 


 

 


 

  

 
 

 

 

 3/2 1/2 1/2 3/2 5/2= 0 0 0 .j j j j jJ VJ J WJ J            (15) 
 

Four gauge solutions have the following structure 
 

1

3/2 1 1/2 1 1/2 1 3/2 5/2= 0 0 ,j j j j jJ Y J PJ R J J            

2

2 3/2 2 1/2 2 1/2 2 3/2 5/2= 0 ,j j j j jX J Y J P J R J J           

3

3/2 3 1/2 3 1/2 3 3/2 3 5/2= 0 ,j j j j jJ Y J P J R J S J           

4

4 3/2 4 1/2 4 1/2 4 3/2 4 5/2= .j j j j jX J Y J P J R J S J             (16) 
 

Let us assume that the equality exists 
 

 1 2 3 4= .A B C D           (17) 
 

We should equate the columns from the left and the right at the Bessel functions with 

coinciding indices; the results are 
 

3/2 , = (1 2 ), , ;jJ D iB j A C are arbitrary   

1/2 3/2, ; , ;j jJ no solutions J no solutions   

1/2 , = 0, = 0, = 0, = 0;jJ A B C D  

5/2 , = 0, = 0, , .jJ C D A B are arbitrary  
 

Whence we conclude that the last system does not have any solutions. In other words, 

the simplest solutions   for states with parity 
1= ( 1) j   cannot be decomposed in the 
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linear combinations of 4 gauge solutions 1 4,...,  . Therefore, these solutions are physically 

observable (non-gauge). 

Additionally, we may prove the linear independence of 4 gauge solutions. To this end 

we should examine the following equation 
 

 1 2 3 4 = 0.A B C D         (18) 
 

Taking into account the structure of gauge solutions, we derive the algebraic system  
 

1 2 3 4 1 2 3 4= 0, = 0,AY BY CY DY AP BP CP DP       

1 2 3 4 2 4 3 4= 0, = 0, = 0.AR BR CR DR BX DX CS DS      
 

Taking into account the explicit expressions for all involved columns, we prove that the 

system has only the trivial solution 
 

 = 0, = 0, = 0, = 0.A B C D   (19) 
 

Therefore, the four gauge solutions are linearly independent. 

 

5. Conclusions 

Four independent solutions for spin 1 massless field, according to Pauli – Fierz theory, 

permit to find explicite form of 11-component gauge solutions for massless spin 2 field. These 

four solutions are expressed (up to multiplier 1/ z ) through Bessel functions with indices 

3/ 2, 1/ 2, 1/ 2, 3 / 2, 5 / 2.p j j j j j       Therefore we can assume that all possible solutions 

of the radial system for massless spin 2 field may be constructed within the same structure 

as linear combinations of Bessel functions. 
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МЕТОДЫ РАСЧЕТА СЕЧЕНИЯ СМЕЩЕНИЯ АТОМА 

РЕЛЯТИВИСТСКИМИ ЭЛЕКТРОНАМИ И ПОЗИТРОНАМИ 

 
Рассмотрены основные приближенные методы расчета сечения смещения атома в веществе 

релятивистскими электронами и позитронами. Получена аналитическая формула для расчета сечения 

первичного смещения атома в рамках трижды модифицированного метода Лиджиана – Кинга – 

Женгминга. Выведены аналитические формулы для полного сечения смещения атома электроном 

при использовании простейшей модели Кинчина – Пиза в рамках метода Лиджиана – Кинга – Женгминга 

и его модификаций, а также второго и третьего борновских приближений. Получены аналитические 

выражения для сечения смещения атома в рамках укороченных вариантов метода Лиджиана – Кинга – 

Женгминга. Рассчитаны сечения первичного смещения электроном и полные сечения смещения 

электроном в углероде, кремнии, железе, свинце, уране, плутонии и эйнштейнии с помощью метода 

Лиджиана – Кинга – Женгминга и его модификаций. Для углерода, кремния и железа также расчеты 

выполнены с помощью второго и третьего борновских приближений. Для железа и свинца уточнены 

предыдущие результаты путем коректировки пороговой энергии смещения атома. Рассчитано сечение 

первичного смещения атома и полное ечение смещения атома позитронами в золоте с помощью метода 

LQZ и его сокращенных вариантов. 

Ключевые слова: cечение смещения атома, модель Кинчина – Пиза, метод МакКинли – Фешбаха, 

метод Джонсона – Вебера – Маллина, метод Лиджиана – Кинга – Женгминга. 
 

Methods for Calculating the Atomic Displacement Cross Section 

by Relativistic Electrons and Positrons 
 

The main approximate methods for calculating the cross section of the displacement of an atom in 

a substance by relativistic electrons and positrons are considered. An analytical formula has been obtained for 

calculating the cross section of the primary displacement of an atom within the framework of the thrice modified 

Ligian – Qing – Zhengming method. Analytical formulas are derived for the total  cross section of the displace-

ment of an atom by an electron using the simplest Kinchin – Pease model within the framework of the Ligian – 

Qing – Zhengming method and its modifications, as well as the second and third Born approximations. Analytical 

expressions for the displacement cross section of an atom are obtained within the framework of shortened variants 

of the Ligian – Qing – Zhengming method. The cross sections of the primary displacement by an electron and the 

total cross sections of the displacement by an electron in carbon, silicon, iron, lead, uranium, plutonium and 

einsteinium are calculated using the Ligian – Qing – Zhengming method and its modifications. For carbon, silicon 

and iron calculations are also performed using the second and third Born approximations. For iron and lead  the 

previous results are refined by correcting the threshold energy of the displacement of the atom. The cross section 

of the primary displacement of an atom and the total displacement of an atom by positrons by positrons in gold are 

calculated using the LQZ method and its shortened variants. 

Key words: displacement cross section, Johnson – Weber – Mullin method, McKinley – Feshbach 

method, Kinchin – Pease model, Ligian – Qing – Zhengming method. 
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Введение 

Облучение твердых тел различными частицами приводит к смещению атомов 

из положения равновесия. Такое воздействие имеет место в ядерных и термоядерных 

реакторах, ускорителях, электронных микроскопах, космических аппаратах. Оно 

при-водит к изменению свойств материалов (радиационное охрупчивание, 

радиационная ползучесть, радиационное распухание и т. д. [1]. Обычно предполагается, 

что атом может быть смещен в случае, если он получает энергию, равную или 

превышающую некоторую пороговую энергию Тd, зависящую от вещества и кристалло-

графического направления [1]. В поликристалле можно ввести одно значение Тd для 

данного элемента. Если энергия электрона не слишком велика, то первично выбитый 

атом (ПВА) не может сам выбивать атомы из узлов кристаллической решетки. В этом 

случае для характеристики вероятности смещения атома используется сечение первич-

ного смещения атома [2]. 

Вероятность смещения атома при столкновении с электроном или другой ча-

стицей характеризуется сечением смещения атома. Cмещенный атом может сам 

приводить к смещениям новых атомов, если обладает достаточной энергией. 

Если рассматривать только первичные смещения атомов, cоответствующее 

сечение будем называть сечением первичного смещения. Оно вычисляется по формуле: 
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(1)

  

где 
d

dT


 – дифференциальное сечение передачи атому энергии Т при столкновении 

с частицей с кинетической энергией Е. Тm – максимальная кинетическая энергия, кото-

рая может быть передана атому при столкновении с электроном. 

В статье мы будем рассматривать смещения атомов, вызываемые электронами 

и позитронами.  

Переходя от переменной переданной энергии Т к углу рассеяния [3], получим: 
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где связь угла рассеяния с переданной энергией: 
2sin .

2 m

T

T


  

Смещение атома могут вызывать только релятивистские электроны. Если 

пренебречь экранированием поля ядра электронами и размерами ядра, то необходимо 

использовать моттовское дифференциальное сечение рассеяния [4]. Тm в случае реля-

тивистских электронов, когда кинетическая энергия электрона много меньше энергии 

покоя ядра, определяется формулой [2]: 
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,e

m

E E m c
T

Mc


  

    
(3) 

 

где me и M – массы электрона и ядра. 
Моттовское дифференциальное сечение рассеяния выражается через медленно 

сходящиеся ряды по полиномам Лежандра, поэтому для практических результатов 

обычно используются упрощенные формулы. Часто применяют второе борновское 

приближение моттовского сечения. В этом приближении сечение первичного смещения 

атома [5]: 



ФІЗІКА 23 

2
2 4

2

2 4 4

1 2
1 ln( ) ( 2 ln( )( .1 ) ) , d

pMF

m

T
y y y

y T

e

m c y

Z
 







  
       

  

       (4) 

 

где α – постоянная тонкой структуры. .
v

c
   

Для больших зарядовых чисел второе борновское приближение приводит к очень 

высокой погрешности [6]. 

Нормированным моттовским сечением НМС будем называть отношение 
 

  / ,M RR     
 

2
2

4

1
.

2 sin / 2
R

R

d Ze

d pv






  
    

   
     (5) 

 

где p – импульс электрона. Для нерелятивистских скоростей p = mv и R представляет 

собой формулу Резерфорда. 

В [7] Джонсоном, Вебером и Маллином было получено третье борновское 

приближение. Нормированное моттовское сечение в этом приближении выражается 

формулой: 
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(6) 

 

где L2 обозначает дилогарифм Эйлера. 

RMF – второе борновское приближение – приближение МакКинли – Фешбаха [8]: 
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В [6] было получено выражение для сечения первичного смещения атома 

в третьем борновском приближении. Было показано на ряде примеров, что погрешность 

третьего борновского приближения для сечения первичного смещения атомов в среднем 

меньше погрешности второго борновского приближения. 

Другой возможный способ нахождения сечения смещения атома – использование 

аналитического приближения Лиджиана – Кинга – Женгминга LQZ [9] (например, [3]).  

Сечение образования первичного смещения атома может быть представлено 

в виде [2]: 
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Аналитическое приближение LQZ для НМС: 
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В [10] разработаны т. н. модифицированный и дважды модифицированный вари-

анты метода LQZ, которые приводят к более точным значениям НМС. В LQZm2 анали-

тическое приближение имеет вид: 
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Также в [10] получены аналитические выражения для σp в рамках метода LQZ, 

LQZm и LQZm2 путем взятия интеграла (6): 
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Если учитывается также смещение атомов, вызываемое первично выбитым 

атомом, то речь идет о полном сечении смешения σtot  [2]: 
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где ν(T) – каскадная функция, определяющая среднее число смещений атомов на один 

первично выбитый атом. 

Существуют различные варианты каскадной функции. Простейшей является 

модель Кинчина – Пиза [11]. При использовании этой модели при Тm ≤ 2Тd  выбитый 

атом не может выбивать другие атомы и σtot = σp. При Тm > 2Тd 
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При использовании модели Кинчина – Пиза полное сечение смещения атома [2]: 
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Расчет сечения первичного смещения атома электроном  

В работе [2] рассчитаны сечения первичного смещения и полные сечения 

смещения атомов для большого числа элементов, энергий электронов и энергий 

смещения путем численного интегрирования моттовского дифференциального сечения 

рассеяния. Мы определяем точность результатов наших расчетов, основанных 

на приближенных формулах, сравнением с данными [2]. Относительная погрешность 

вычислялась по формуле 
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где O  – сечение смещения по данным [2]. 
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Отметим, что при энергиях, близких к пороговой, во многих случаях данные в [2] 

приведены с малым числом значащих цифр, поэтому, строго говоря, нельзя утверждать, 

что погрешности при этом вычислены точно, однако мы вычисляем эти погрешности для 

определения среднего по энергиям значения и сравнения между собой разных методов. 

В [12] разработан трижды модифицированный метод LQZ – LQZm3: 
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Из (4) в рамках LQZm3 к выражению, полученному в рамках LQZm2 требуется прибавить 
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В итоге получаем аналитическое выражение для сечения первичного смещения 

в рамках метода LQZm3: 
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Заметим, что при высоких энергиях вычисленная погрешность начинает расти 

и для модифицированных вариантов метода LQZ оказывается больше, чем для обычного 

метода. Это обстоятельство отмечалось в [6] и приводилось обоснование того, что, 

скорее всего, при высоких энергиях результаты [2] неточны. К такому же 

предположению можно прийти, исходя из рисунка 1. Горизонтальная линия 

соответствует асимптотическому значению сечения первичного смещения при энергии 

электрона, стремящейся к бесконечности [5]. Все аналитические приближения при 

большой энергии дают близкие к асимптотике значения, и только значения [2] 

опускаются ниже асимптотического значения, что подчеркивает вероятность того, что 

эти значения не точны. В связи с этим мы отбрасывали несколько самых высоких 

энергий, результаты для которых в [2] вызывают сомнения. 

 

Z = 94. Тd = 12 эВ. А – LQZ, B – LQZm2, C –LQZm3, D – [2], E – асимптотическое значение 
 

Рисунок 1 – Сечение первичного смещения атома 
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В [13] приводятся значения Тd для углерода и кремния для карбида кремния – 18 

и 24 эВ соответственно. В [2] есть данные для кремния при Тd = 24 эВ. Для углерода есть 

данные для Тd = 20 эВ, поэтому для сравнения результатов примем Тd(С) = 20 эВ.  

Пороговая энергия смещения для урана, согласно [14], – 34 эВ. Для сравнения 

с результатами [2] можно взять пороговую энергию 32 эВ. Пороговая энергия для плу-

тония и эйнштейния вычислялась по приближенной формуле [15]: 
 

175 ,d mT kT  
 

где Тm – температура плавления, и затем выбирали ближайшее значение Тd, для которого 

есть данные в [1]. 

Замечено [16], что минимальная кинетическая энергия электрона, вызывающая 

смещение атома Ed, вычисленная из условия равенства максимальной переданной при 

столкновении с атомом энергии (3) пороговой энергии, не совпадает точно с указываемой 

в [2] для данной относительной атомной массы и Тd. Если подобрать Тd так, чтобы Ed 

совпало c приведенным в [2], результаты расчетов с помощью аналитических прибли-

жений оказываются ближе к результатам численных расчетов [2]. В таблице 1 приве-

дены значения Ed [2] и скорректированные значения Тd.  

 

Таблица 1 – Cкорректированные значения пороговой энергии 
Z = 6, М = 12,011 Z = 14, М = 28,09  

Ed = 0,099715 МэВ Td=19,9946 эВ Ed =0,247304 МэВ Td=23,9935 эВ 

Z = 26, М = 55,85 Z = 82, М = 207,21,  

Ed =0,372867 Td = 19,9946 эВ Ed =0,680176 Td = 11,9968 эВ 

Z = 92, М = 238 Z = 94, М = 242,00 

Ed = 1,440231 MэВ Td = 31,9914 эВ Ed = 0,759153 MэВ Td = 11,9968 эВ 

Z = 99, М = 254,00 

Ed = 0,956450 MэВ Td = 15,9957 эВ 

 

Коэффициенты dZ для модифицированных методов LQZ для ряда элементов, 

для которых проводились вычисления сечения смещения атома, можно посмотреть 

в [17–23]. 

В таблицах 2–8 приводятся результаты расчетов сечения первичного смещения 

атома для углерода, кремния, железа, свинца, урана, плутония и эйнштейния. 

 

Таблица 2 – Сечение первичного смещения атома (барн). Углерод. Z = 6, М = 12,011, 

Td = 19,9946 эВ 
E, МэВ 0,100 0,101 0,103 0,106 0,110 0,115 0,121 0,129 0,139 

σMF 0,15 0,67 1,65 3,00 4,60 6,31 8,03 9,87 11,63 

σpLQZ 0,15 0,67 1,66 3,02 4,61 6,33 8,06 9,90 11,68 

σpLQZm2 0,15 0,67 1,66 3,02 4,61 6,33 8,06 9,90 11,68 

σpLQZm3 0,15 0,67 1,66 3,02 4,61 6,33 8,06 9,90 11,68 

σp [1] 0,15 0,67 1,66 3,02 4,62 6,33 8,06 9,91 11,68 

E, МэВ 0,154 0,174 0,199 0,229 0,269 0,319 0,378 0,448 0,518 

σMF 13,51 15,12 16,32 17,14 17,73 18,13 18,40 18,62 18,79 

σpLQZ 13,56 15,17 16,37 17,20 17,79 18,19 18,46 18,68 18,85 

σpLQZm2 13,56 15,17 16,37 17,20 17,79 18,19 18,46 18,68 18,85 

σpLQZm3 13,56 15,17 16,37 17,20 17,79 18,19 18,46 18,68 18,85 

σp [1] 13,56 15,17 16,38 17,20 17,80 18,19 18,46 18,68 18,85 

E, МэВ 0,598 0,698 0,847 0,997 1,49 1,99 2,99 4,98 9,97 

σMF 18,97 19,16 19,41 19,61 20,10 20,39 20,69 20,90 21,01 
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Окончание таблицы 2 

σpLQZ (δ) 19,02 19,21 19,45 19,66 20,13 20,41 20,71 20,91 21,01 

σpLQZm2 19,02 19,21 19,45 19,66 20,13 20,41 20,71 20,91 21,01 

σpLQZm3 19,02 19,21 19,45 19,66 20,13 20,42 20,71 20,91 21,01 

σp [1] 19,02 19,21 19,45 19,66 20,13 20,42 20,71 20,93 21,02 

E, МэВ 19,9 29,9 49,8 69,8 99,7 199    

σMF 21,01 21,01 20,99 20,99 20,98 20,97    

σpLQZ 21,02 21,01 21,00 20,99 20,98 20,97    

σpLQZm2 21,02 21,01 21,00 20,99 20,98 20,97    

σpLQZm3 21,02 21,01 21,00 20,99 20,98 20,97    

σp [1] 21,03 21,02 21,02 21,01 21,01 21,01    

 

Таблица 3 – Сечение первичного смещения (барн). Кремний. Z = 14, М = 28,09, 

Td = 23,9935 эВ 

E, МэВ 0,249 0,252 0,257 0,264 0,274 0,286 0,301 0,321 

σMF 0,27 0,75 1,51 2,50 3,81 5,24 6,83 8,68 

σpLQZ 0,28 0,76 1,54 2,56 3,90 5,36 6,98 8,88 

σpLQZm2 0,28 0,76 1,54 2,56 3,90 5,35 6,98 8,87 

σpLQZm3 0,28 0,76 1,54 2,56 3,90 5,35 6,98 8,87 

σp [1] 0,28 0,76 1,54 2,56 3,90 5,35 6,98 8,87 

E, МэВ 0,346 0,383 0,432 0,494 0,568 0,667 0,791 0,939 

σMF 10,67 13,12 15,76 18,43 21,00 23,72 26,38 28,81 

σpLQZ 10,92 13,43 16,12 18,86 21,46 24,22 26,90 29,34 

σpLQZm2 10,91 13,42 16,12 18,85 21,46 24,22 26,90 29,34 

σpLQZm3 10,91 13,42 16,12 18,86 21,47 24,23 26,91 29,35 

σp [1] 10,91 13,42 16,12 18,86 21,47 24,23 26,91 29,35 

E, МэВ 1,11 1,28 1,48 1,73 2,1 2,47 3,7 4,94 

σMF 30,96 32,60 34,09 35,50 36,96 37,97 39,71 40,42 

σpLQZ (δ) 31,47 33,09 34,56 35,94 37,36 38,32 39,96 40,62 

σpLQZm2 31,48 33,10 34,57 35,94 37,36 38,33 39,96 40,61 

σpLQZm3 31,49 33,11 34,58 35,95 37,37 38,33 39,96 40,61 

σp [1] 31,48 33,11 34,58 35,95 37,37 38,33 39,97 40,62 

E, МэВ 7,41 12,3 24,7 49,4 74,1 123 173 247 

σMF 40,93 41,11 41,04 40,91 40,84 40,78 40,75 40,73 

σpLQZ 41,06 41,18 41,07 40,91 40,84 40,78 40,75 40,73 

σpLQZm2 41,05 41,18 41,06 40,91 40,84 40,78 40,75 40,73 

σpLQZm3 41,05 41,17 41,06 40,91 40,84 40,78 40,75 40,73 

σp [1] 41,07 41,20 41,07 40,95 40,91 40,88 40,87 40,86 

 

В [6] вычислено сечение смещения атома в железе с помощью второго и третьего 

борновских приближений. 

В данной работе пересчитаны значения сечения первичного смещения атома 

с уточненной пороговой энергией смещения. 

Также выполнены расчеты с помощью метода LQZ и его модифицированных 

вариантов. 

Результаты приведены в таблице 4. В скобках приводится относительная 

погрешность. 
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Таблица 4 – Сечение первичного смещения (барн). Железо. Z = 26, М = 55,85, 

Td = 19,9946 эВ 

E, 

МэВ 

σpMF (δ) σpJWM (δ) σpLQZ (δ) σpLQZm2 (δ) σpLQZm3 (δ) σpO [3] 

0,376 0,45 (8,1) 0,48 (2,6) 0,49 0,49 0,49 0,49 

0,380 1,02 (7,4) 1,08 (1,8) 1,11 1,10 1,10 1,10 

0,387 2,00 (7,5) 2,12 (1,9) 2,17 2,16 2,17 2,16 

0,398 3,49 (7,8) 3,71 (2,1) 3,80 3,79 3,79 3,79 

0,413 5,46 (7,9) 5,81 (2,1) 5,94 5,93 5,93 5,93 

0,432 7,84 (8,1) 8,35 (2,1) 8,54 8,53 8,53 8,53 

0,454 10,46 (8,2) 11,15 (2,1) 11,39 11,39 11,40 11,39 

0,484 13,82 (8,3) 14,74 (2,12) 15,06 15,05 15,07 15,06 

0,522 17,76 (8,3) 18,97 (2,1) 19,36 19,36 19,39 19,37 

0,577 22,95 (8,3) 24,52 (2,0) 25,00 25,00 25,06 25,02 

0,652 29,20 (8,1) 31,17 (1,9) 31,75 31,75 31,82 31,78 

0,745 35,84 (7,9) 38,21 (1,8) 38,87 38,86 38,95 38,90 

0,857 42,55 (7,5) 45,26 (1,6) 45,98 45,97 46,06 46,01 

1,00 49,52 (7,1) 52,52 (1,4) 53,27 53,25 53,32 53,28 

1,19 56,73 (6,5) 59,93 (1,2) 60,66 60,64 60,69 60,66 

1,41 63,00 (5,9) 66,27 (1,0) 66,94 66,93 66,96 66,94 

1,67 68,44 (5,3) 71,70 (0,80) 72,27 72,26 72,27 72,27 

1,93 72,45 (4,8) 75,61 (0,63) 76,08 76,09 76,09 76,09 

2,23 75,86 (4,3) 78,88 (0,49) 79,25 79,25 79,26 79,27 

2,61 78,95 (3,8) 81,77 (0,34) 82,02 82,03 82,03 82,05 

3,16 81,88 (3,2) 84,43 (0,18) 84,55 84,55 84,57 84,58 

3,72 83,77 (2,7) 86,06 (0,07) 86,10 86,08 86,10 86,12 

5,59 86,54 (1,8) 88,20 (0,13) 88,09 88,04 88,07 88,08 

7,45 87,32 (1,2) 88,58 (0,20) 88,44 88,37 88,39 88,41 

11,1 87,49 (0,75) 88,32 (0,20) 88,17 88,10 88,10 88,15 

18,6 87,01 (0,30) 87,46 (0,22) 87,35 87,28 87,27 87,27 

37,2 86,15 (0,06) 86,34 (0,15) 86,27 86,23 86,21 86,21 

74,5 85,51 (0,17) 85,58 (0,09) 85,54 85,52 85,51 85,65 

111 85,26 (0,25) 85,29 (0,21) 85,27 85,26 85,25 85,47 

186 85,03 (0,33) 85,05 (0,30) 85,03 85,03 85,02 85,31 

 

Корректировка пороговой энергии смещения приводит к заметному уменьшению 

погрешности при небольших энергиях. 

В таблице 5 представлены данные вычислений по методу LQZ и его модифика-

циям для свинца (Z = 82). 

Для таких больших значений Z борновские приближения неприменимы. В скобках 

для первых пяти значений приведены относительные погрешности в процентах. 

Они заметно снизились после корректировки пороговой энергии смещения атома. 

Мы не учитывали при оценке средней относительной погрешности энергию 

288 МэВ для урана, энергии выше 75,9 МэВ для плутония и выше 47,8 МэВ для 

эйнштейния. 

Значения с высокой погрешностью в таблицах выделены полужирным шрифтом. 
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Таблица 5 – Сечение первичного смещения (барн). Свинец. Z = 82, М = 207,21, 

Td = 11,9968 эВ 

E, МэВ 0,686 0,693 0,707 0,727 0,754 0,789 0,829 

σpLQZ 3,01 (1,1) 6,88 (1,0) 15,38 (0,62) 29,01 (0,24) 49,46 (0,09) 78,26 112,71 

σpLQZmod2 3,035 (0,16) 6,928 (0,32) 15,43 (0,33) 28,97 (0,38) 49,23 (0,38) 77,73 111,90 

σpLQZmod3 3,046 6,97 15,58 29,32 49,84 78,52 112,65 

σpO 3,04 6,95 15,48 29,08 49,42 77,98 112,13 

E, МэВ 0,884 0,952 1,05 1,19 1,36 1,56 1,83 

σpLQZ 160,41 217,02 290,44 376,18 452,87 513,62 561,76 

σpLQZmod2 159,35 215,93 289,67 376,11 453,51 514,59 562,57 

σpLQZmod3 159,48 215,42 287,94 373,38 450,74 512,65 561,87 

σpO 159,68 215,75 289,11 375,21 452,69 514,18 562,78 

E, МэВ 2,17 2,58 3,06 3,53 4,08 4,76 5,78 

σpLQZ (δ) 589,65 598,20 592,48 580,39 563,95 544,03 518,06 

σpLQZmod2 589,91 597,89 591,81 579,66 563,36  543,77 518,36 

σpLQZmod3 590,09 598,17 591,66 579,00 562,27 542,44 517,12 

σpO 590,56 598,58 592,18 579,66 562,94 543,00 517,52 

E, МэВ 6,8 10,2 13,6 20,4 34 68 136 

σpLQZ 497,18 453,29  430,50 408,71 393,40 384,39 381,08  

σpLQZmod2 497,99  455,14 432,74 411,00  395,21 385,26 381,26  

σpLQZmod3 497,10 455,69 434,26 413,35 397,74 387,22 382,51 

σpO 497,32 455,75 435,29 414,38 397,13 386,67 378,67 

 
Таблица 6 – Сечение первичного смещения (барн). Уран. Z = 92, М =238,00, Td = 31,9914 эВ 

E, МэВ 1,45 1,46 1,49 1,54 1,59 1,67 1,75 

σpLQZ 0,524 1,21 4,07 11,03 20,01 37,02 55,70 

σpLQZmod2 0,543 1,24 4,11 11,01 19,89 36,74 55,28 

σpLQZmod3 0,547 1,25 4,14 11,10 20,01 36,84 55,31 

σpO 0,55 1,25 4,13 11,05 19,94 36,79 55,31 

E, МэВ 1,87 2,01 2,23 2,52 2,88 3,31 3,88 

σpLQZ 84,28 115,96 158,87 201,48 236,02 258,90 271,17 

σpLQZmod2 83,79 115,53 158,72 201,72 236,54 259,45 271,44 

σpLQZmod3 83,66 115,25 158,36 201,48 236,54 259,59 271,52 

σpO 83,79 115,48 158,64 201,67 236,60 259,63 271,70 

E, МэВ 4,60 5,47 6,48 7,48 8,64 10,00 12,20 

σpLQZ 272,11 264,68 252,93 241,51 229,86 218,58 204,86 

σpLQZmod2 271,93 264,09 252,14 240,73 229,24 218,26 205,04 

σpLQZmod3 271,74 263,61 251,46 240,01 228,60 217,79 204,89 

σpO 272,14 264,12 251,97 240,39 228,81 217,84 204,77 

E, МэВ 14,40 21,60 28,80 43,20 72,00 144,00 288,00 

σpLQZ 195,10 177,63 169,75 162,97 158,73 156,52 155,84 (1,8) 

σpLQZmod2 195,74 179,19 171,68 165,03 160,52 157,72 156,53 (2,26) 

σpLQZmod3 195,88 179,95 172,70 166,17 161,54 158,41 156,94 (2,53) 

σpO 195,68 180,31 173,51 166,38 161,05 157,55 153,07 
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Таблица 7 – Сечение первичного смещения (барн). Плутоний. Z = 94, М =242,00, 

Td = 11,9968 эВ 

E, МэВ 0,766 0,774 0,789 0,812 0,842 0,880 0,926 0,986 

σpLQZ 4,47 10,24 22,48 44,17 76,32 120,88 177,28 250,46 

σpLQZm2 4,53 10,33 22,56 44,12 75,98 120,14 176,15 249,07 

σpLQZm3 4,56 10,43 22,79 44,55 76,55 120,63 176,16 248,13 

σp [1] 4,55 10,39 22,66 44,25 76,12 120,21 174,04 248,69 

E, МэВ 1,06 1,17 1,32 1,51 1,74 2,04 2,42 2,88 

σpLQZ 335,28 444,70 560,00 658,67 727,92 768,04 776,47 759,57 

σpLQZm2 333,95 443,97 560,39 660,15 729,89 769,62 776,87 758,57 

σpLQZm3 331,77 440,53 556,70 657,32 729,09 770,20 777,74 758,80 

σp [1] 333,28 443,08 559,58 659,90 730,36 770,69 778,09 759,45 

E, МэВ 3,41 3,94 4,55 5,31 6,45 7,59 11,3 15,1 

σpLQZ (δ) 728,41 695,98 661,98 626,27 585,11 555,11 499,88 473,71 

σpLQZm2 726,37 693,52 659,59 624,44 584,52 555,79 503,61 478,98 

σpLQZm3 725,75 692,35 658,19 623,16 583,79 555,73 505,17 481,34 

σp [1] 726,63 693,21 658,81 623,36 583,53 555,25 505,25 483,34 

E, МэВ 22,7 37,9 75,9 151 227 379   

σpLQZ 451,06 436,83 429,37 427,01 (1,32) 426,47 (3,15) 426,13 (4,73)   

σpLQZm2 457,23 442,56 433,38 429,40 (1,88) 428,13 (3,55) 427,14 (4,98)   

σpLQZm3 460,05 445,17 435,21 430,51 (2,15) 428,92 (3,74) 427,64 (5,10)   

σp [1] 461,70 443,89 433,19 421,46 413,44 406,89   

 

Таблица 8 – Сечение первичного смещения (барн). Эйнштейний. Z = 99, М =254,00, 

Td = 15,9957 эВ 

E, МэВ 0,966 0,975 0,994 1,02 1,06 1,10 1,16 

σpLQZ 3,57 7,51 17,45 33,99 64,25 98,21 152,28 

σpLQZm2 3,60 7,56 17,49 33,95 64,01 97,74 151,55 

σpLQZm3 3,65 7,65 17,66 34,19 64,23 97,79 151,13 

σp [1] 3,64 7,62 17,57 34,03 64,03 97,67 151,31 

E, МэВ 1,24 1,33 1,48 1,67 1,91 2,19 2,58 

σpLQZ 224,50 300,35 407,17 506,30 584,90 632,14 652,68 

σpLQZm2 223,60 299,54 406,87 506,82 586,15 633,63 653,73 

σpLQZm3 222,44 297,69 404,59 504,98 585,36 633,74 654,17 

σp [1] 223,18 299,01 406,40 506,63 586,41 634,28 654,58 

E, МэВ 3,06 3,63 4,30 4,97 5,73 6,69 8,12 

σpLQZ (δ) 644,05 616,73 580,65 547,75 516,35 484,97 451,21 

σpLQZm2 644,08 615,63 578,76 545,60 514,36 483,56 450,93 

σpLQZm3 644,15 615,13 577,89 544,69 513,64 483,21 451,13 

σp [1] 644,80 615,99 578,75 545,19 513,82 483,00 450,59 

E, МэВ 9,56 14,3 19,1 28,6 47,8 95,6 191 

σpLQZ 427,75 387,20 369,62 355,16 346,10 341,08 (0,29) 339,14 (2,39) 

σpLQZm2 428,60 390,67 374,32 360,49 350,96 344,44 (0,69) 341,11 (2,99) 

σpLQZm3 429,24 391,98 375,76 361,82 351,94 345,00 (0,86) 341,41 (3,08) 

σp [1] 428,68 392,67 378,03 362,81 350,13 342,09 331,21 

 
В таблице 9 приведены средние значения модуля относительной погрешности 

всех методов. В скобках указаны результаты, полученные без корректировки пороговой 

энергии смещения. 
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Таблица 9 – Средняя относительная погрешность сечения первичного смещения атома <δ>, % 

 C Si Fe Pb U Pu Es 

MF 0,28 (0,63) 1,39 5,06(5,24) – – – – 

JWM – – 1,13(1,33) – – – – 

LQZ
 

0,10 0,091 0,10 0,44(0,59) 0,87
 

0,67(0,80) 0,66(0,76) 

LQZm2
 0,10 0,089 0,090 0,24(0,42) 0,27

 
0,24(0,42) 0,25(0,41) 

LQZm3 0,10 0,084 0,10 0,31 0,19 0,27(0,32) 0,24(0,32) 

 

Для углерода погрешность всех методов достаточно мала. 

Для кремния средняя погрешность метода Маккинли – Фешбаха превышает один 

процент, тогда как погрешности метода LQZ и модификаций менее 0,1 %. При этом 

модифицированные методы незначительно точней обычного метода. 

Для углерода из 33 значений с данными [2] по методу MF совпадают два значе-

ния, по методу LQZ и LQZm2 – 20, по LQZm3 – 21 значение. 

Для кремния по методу MF нет совпадений, по LQZ – 10 совпадений, 

по LQZm2 – 14, по LQZm3 – 21. 

Для тяжелых элементов модифицированные методы значительно точней обыч-

ного метода LQZ. 

 

Расчет полного сечения смещения атома электроном  

В данном разделе получены аналитические выражения для полного сечения 

смещения атома в рамках методов LQZ, LQZm2 и LQZm3, а также во втором и третьем 

борновском приближении. Использовалась каскадная функция, получаемая в простей-

шей модели Кинчина – Пиза. 

При использовании этой модели σtot = σp при Тm ≤ 2Тd. Для Тm > 2Тd получаются 

следующие выражения для полного сечения: 
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Здесь L3 – полилогарифм, (3)  – постоянная Апери. 

Ниже представлены результаты расчетов полного сечения смещения для неко-

торых элементов. 

Так как согласно каскадной модели Кинчина – Пиза при переданной энергии 

Т < 2Td полное сечение смещения совпадает с сечением первичного смещения, то при-

водятся данные, начиная с энергии, при которой полное сечение отличается от сечения 

первичного смещения, кроме случая кремния и третьего борновского приближения, 

т. к. в третьем борновском приближении сечение первичного смещения для кремния 

не вычислялось. 
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Таблица 10 – Полное сечение смещения (барн). Углерод. Z = 6, М = 12,011, Td = 19,99462 эВ 
E, МэВ 0,199 0,229 0,269 0,319 0,378 0,448 0,518 0,598 
σtotMF 16,35 17,43 18,52 19,60 20,66 21,77 22,80 23,90 
σtotLQZ 16,41 17,49 18,59 19,67 20,73 21,85 22,87 23,97 

σtotLQZm2 16,41 17,49 18,59 19,67 20,73 21,85 22,87 23,97 
σtotLQZm3 16,41 17,49 18,59 19,67 20,73 21,85 22,87 23,97 
σtot [2] 16,41 17,50 18,59 19,67 20,73 21,85 22,87 23,98 

E, МэВ 0,698 0,847 0,997 1,49 1,99 2,99 4,98 9,97 
σtotMF 25,20 27,02 28,72 33,61 37,71 44,17 53,18 66,49 
σtotLQZ 25,27 27,09 28,80 33,68 37,78 44,25 53,26 66,57 

σ totLQZm2 25,28 27,09 28,80 33,69 37,78 44,25 53,26 66,57 
σ totLQZm3 25,28 27,09 28,80 33,69 37,78 44,25 53,26 66,57 
σtot [1] 25,28 27,10 28,80 33,69 37,79 44,26 53,27 66,57 

E, МэВ 19,9 29,9 49,8 69,8 99,7 199   
σtotMF 80,39 88,73 99,28 106,30 113,73 128,17   
σtotLQZ 80,47 88,81 99,36 106,38 113,81 128,25   

σtotLQZm2 80,47 88,81 99,36 106,38 113,81 128,25   
σtotLQZm3 80,47 88,81 99,36 106,38 113,81 128,25   
σtot [1] 80,48 88,83 99,39 106,42 113,87 128,33   

 

Таблица 11 – Полное сечение смещения (барн). Кремний. Z = 14, М = 28,09, Td = 23,9935 эВ 
E, МэВ 0,494 0,568 0,667 0,791 0,939 1,11 1,28 

σtotMF 18,56 21,50 24,97 28,84 32,93 37,15 40,94 

σtotLQZ 18,98 21,98 25,52 29,42 33,56 37,81 41,63 

σtotLQZm2 18,98 21,98 25,52 29,42 33,56 37,82 41,63 

σtotLQZm3 18,98 21,99 25,53 29,44 33,57 37,83 41,64 

σtot [1] 18,98 21,98 25,52 29,43 33,57 37,83 41,64 

E, МэВ 1,48 1,73 2,1 2,47 3,7 4,94 7,41 

σtotMF 44,97 49,52 55,46 60,65 74,37 84,75 99,89 

σtotLQZ  45,69 50,26 56,22 61,44 75,19 85,59 100,75 

σtotLQZm2 45,70 50,27 56,23 61,44 75,19 85,59 100,74 

σtotLQZm3 45,71 50,28 56,23 61,44 75,19 85,58 100,73 

σtot [1] 45,71 50,28 56,24 61,45 75,21 85,60 100,76 

E, МэВ 12,3 24,7 49,4 74,1 123 173 247 

σtotMF 119,47 147,09 174,94 191,32 211,85 225,69 240,14 

σtotLQZ 120,34 147,96 175,82 192,20 212,73 226,56 241,02 

σtotLQZm2 120,33 147,95 175,81 192,19 212,72 226,56 241,01 

σtotLQZm3 120,32 147,94 175,79 192,18 212,71 226,54 241,00 

σtot [1] 120,34 147,95 175,84 192,26 212,85 226,74 241,24 

 

Таблица 12 – Полное сечение смещения, вычисленное в третьем борновском прибли-

жении (барн). Кремний. Z = 14, М = 28,09, Td = 23,9935 эВ 
E, МэВ 0,249 0,252 0,257 0,264 0,274 0,286 0,301 0,321 

σtotJWM 0,28 0,76 1,53 2,55 3,88 5,34 6,94 8,84 

E, МэВ 0,346 0,383 0,432 0,494 0,568 0,667 0,791 0,939 

σtotJWM 10,87 13,38 16,22 19,02 21,97 25,44 29,31 33,39 

E, МэВ 1,11 1,28 1,48 1,73 2,1 2,47 3,7 4,94 

σtotJWM 37,61 41,40 45,43 49,98 55,91 61,10 74,82 85,19 

E, МэВ 7,41 12,3 24,7 49,4 74,1 123 173 247 

σtotJWM 100,33 119,90 147,51 175,36 191,74 212,27 226,11 240,56 
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Таблица 13 – Полное сечение смещения (барн). Железо. Z = 26, М = 55,85, Td = 19,9946 эВ 
E, МэВ 0,652 0,745 0,857 1,00 1,19 1,41 1,67 

σtotMF 29,20 36,16 43,74 52,44 62,72 73,23 84,20 

σtotJWM 32,35 39,32 46,91 55,62 65,92 76,44 87,42 

σtotLQZ 31,77 39,22 47,28 56,46 67,20 78,10 89,38 

σtotLQZm2 31,76 39,22 47,27 56,44 67,19 78,10 89,39 

σtotLQZm3 31,84 39,31 47,36 56,53 67,26 78,14 89,42 

σtot [2] 31,79 39,25 47,31 56,48 67,22 78,12 89,41 

E, МэВ 1,93 2,23 2,61 3,16 3,72 5,59 7,45 

σtotMF 93,94 103,97 115,23 129,32 141,65 173,45 196,52 

σtotJWM 97,16 107,19 118,45 132,53 144,86 176,63 199,68 

σtotLQZ 99,35 109,57 120,99 135,24 147,68 179,66 202,81 

σtotLQZm2 99,35 109,58 121,00 135,25 147,68 179,63 202,76 

σtotLQZm3 99,37 109,59 121,01 135,26 147,69 179,64 202,77 

σtot [2] 99,37 109,60 121,03 135,28 147,73 179,67 202,81 

E, МэВ 11,1 18,6 37,2 74,5 111 186  

σtotMF 229,15 272,02 330,18 388,75 422,44 466,09  

σtotJWM 232,28 275,12 333,24 391,78 425,46 469,11  

σtotLQZ 235,50 278,41 336,59 395,15 428,84 472,48  

σtotLQZm2 235,42 278,30 336,45 395,02 428,71 472,36  

σtotLQZm3 235,42 278,30 336,44 394,99 428,68 472,33  

σtot [2] 235,47 278,28 336,40 395,09 428,91 472,74  
 

Таблица 14 – Полное сечение смещения (барн). Z = 82, М = 207,21, Td = 11,9968 эВ 
E, МэВ 1,19 1,36 1,56 1,83 2,17 2,58 

σtotLQZ 376,97 460,81 539,65 623,98 707,20 786,18 

σtotLQZmod2 376,91 461,39 540,45 624,58 707,30 785,80 

σtotLQZmod3 374,18 458,68 538,55 623,80 707,30 785,99 

σtotO 376,03 460,58 540,07 624,80 707,94 786,53 

E, МэВ 3,06 3,53 4,08 4,76 5,78 6,8 

σtotLQZ (δ) 859,91 919,25 977,66 1038,41 1113,39 1175,27 

σtotLQZmod2 859,24 918,51 977,01 1037,99 1113,41 1175,73 

σtotLQZmod3 859,20 918,13 976,31 1037,05 1112,41 1174,86 

σtotO 859,77 918,76 976,92 1037,60 1112,86 1175,19 

E, МэВ 10,2 13,6 20,4 34 68 136 

σtotLQZ 1327,75 1435,29 1586,87 1778,39 2039,38 2301,28 

σtotLQZmod2 1329,40 1437,71 1590,15 1782,33 2043,61 2305,32 

σtotLQZmod3 1329,42 1438,61 1592,27 1785,74 2048,16 2310,51 

σtotO 1329,45 1439,26 1592,75 1785,33 2047,87 2306,42 
 

Таблица 15 – Полное сечение смещения (барн). Уран. Z = 92, М = 238,00, Td = 31,9914 эВ 
E, МэВ 2,52 2,88 3,31 3,88 4,60 5,47 

σtotLQZ 202,87 244,27 281,83 319,56 355,57 388,95 

σtotLQZm2 203,10 244,75 282,28 319,75 355,39 388,44 

σtotLQZm3 202,87 244,75 282,44 319,89 355,33 388,14 

σtot [1] 203,07 244,83 282,50 320,06 355,66 388,59 

E, МэВ 6,48 7,48 8,64 10,00 12,20 14,40 

σtotLQZ 419,39 443,98 467,91 491,60 523,21 549,22 

σpLQZm2 418,69 443,24 467,25 491,12 523,10 549,48 

σtotLQZm3 418,20 442,68 466,68 490,62 522,77 549,34 

σtot [1] 418,66 443,06 466,97 490,83 522,83 549,33 

E, МэВ 21,60 28,80 43,20 72,00 144,00 288,00 

σtotLQZ 612,14 656,56 719,13 798,07 905,43 1013,00 

σtotLQZm2 613,42 658,52 721,92 801,63 909,63 1017,52 

σtotLQZm3 613,84 659,34 723,21 803,37 911,74 1019,83 

σtot [1] 614,08 659,74 723,32 803,21 911,02 1015,41 
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Таблица 16 – Полное сечение смещения (барн). Плутоний. Z = 94, М = 242,00, 

Td = 11,9968 эВ 

E, МэВ 1,32 1,51 1,74 2,04 2,42 2,88 3,41 

σtotLQZ 561,35 672,20 772,76 871,17 964,94 1051,82 1130,54 

σtotLQZm2 561,74 673,60 774,50 872,48 965,22 1050,93 1128,78 

σtotLQZm3 558,06 671,09 773,64 872,85 965,89 1051,17 1128,36 

σtot [1] 560,95 673,34 774,95 873,53 966,45 1051,97 1129,33 

E, МэВ 3,94 4,55 5,31 6,45 7,59 11,3 15,1 

σtotLQZ (δ) 1194,92 1257,24 1322,77 1404,09 1471,60 1636,17 1756,35 

σtotLQZm2 1192,74 1254,98 1320,78 1402,89 1471,33 1638,74 1761,07 

σtotLQZm3 1191,86 1253,82 1319,56 1401,89 1470,72 1639,42 1762,75 

σtot [1] 1192,87 1254,60 1320,19 1402,13 1470,79 1639,37 1763,80 

E, МэВ 22,7 37,9 75,9 151 227 379  

σtotLQZ 1926,26 2141,33 2434,54 2726,19 2899,36 3117,29  

σtotLQZm2 1933,68 2151,33 2446,73 2739,51 2913,05 3131,26  

σtotLQZm3 1936,60 2155,45 2451,86 2745,18 2918,91 3137,27  

σtot [1] 1937,55 2154,96 2450,35 2735,09 2899,70 3105,55  

 

Таблица 17 – Полное сечение смещения (барн). Эйнштейний. Z = 99, М = 254,00, Td = 

15,9957 эВ 

E, МэВ 1,67 1,91 2,19 2,58 3,06 3,63 

σtotLQZ 508,39 601,00 679,79 759,87 832,29 897,74 

σtotLQZm2 508,90 602,18 681,10 760,74 832,28 896,81 

σtotLQZm3 507,07 601,38 681,16 761,12 832,39 896,47 

σtot [1] 508,73 602,44 681,75 761,61 833,08 897,36 

E, МэВ 4,30 4,97 5,73 6,69 8,12 9,56 

σtotLQZ (δ) 958,39 1008,23 1056,14 1107,62 1171,55 1225,33 

σtotLQZm2 956,78 1006,33 1054,24 1106,02 1170,68 1225,31 

σtotLQZm3 956,10 1005,54 1053,48 1105,43 1170,43 1225,37 

σtot [1] 957,00 1006,32 1053,95 1105,79 1170,40 1225,35 

E, МэВ 14,3 19,1 28,6 47,8 95,6 191 

σtotLQZ 1358,33 1454,45 1589,20 1761,43 1994,63 2227,90 

σtotLQZm2 1360,83 1458,79 1595,80 1770,20 2005,22 2239,43 

σtotLQZm3 1361,63 1460,02 1597,46 1772,22 2007,50 2241,84 

σtot [1] 1361,97 1461,12 1598,12 1771,45 2004,77 2229,62 

 

В таблице 18 приводятся значения средней относительной погрешности для 

полного сечения смещения атома. 

 

Таблица 18 – Средняя относительная погрешность полного сечения смещения атома <δ>, % 

 C Si Fe Pb U Pu Es 

MF 0,30 1,55 5,70 – – – – 

JWM – 0,40 1,71 – – – – 

LQZ
 

0,086 0,063 0,079 0,30 0,63 0,43 0,40 

LQZm2
 0,085 0,058 0,068 0,14 0,18 0,15 0,16 

LQZm3 0,085 0,059 0,085 0,24 0,13 0,21 0,18 

 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2023 36 

Как и для сечения первичного смещения, для полного сечения смещения все 

методы дают среднюю погрешность значительно меньше 1 % для углерода. 

Для кремния погрешность метода МакКинли – Фешбаха больше 1,5 %, а по-

грешность метода LQZ и его модификаций менее 0,1 %. Для железа погрешность метода 

LQZ и его модификаций остается менее 0,1 %. Погрешность расчета полного сечения 

смещения по методу МакКинли – Фешбаха больше, чем погрешность расчета сечения 

первичного смещения, а для метода LQZ и его модификаций – наоборот. 

Как и для сечения первичного смещения, при высоких энергиях отличие метода 

LQZ и его модификаций и данных [2] растет, что, возможно, связано с погрешностью 

численных расчетов в [2].  

Для рассмотренных примеров средняя погрешность третьего борновского 

приближения для расчета полного сечения смещения атома меньше погрешности 

второго борновского приближения. Для железа последняя превышает 5 %. Погрешности 

метода LQZ и его модификаций значительно меньше погрешностей борновских 

приближений. LQZm3 для железа оказался менее точен, чем обычный метод LQZ. 

По критерию средней относительной ошибки для нормированного моттовского 

сечения трижды модифицированный метод LQZ становится точнее дважды 

модифицированного, начиная с Z = 101 [21]. Однако для рассмотренных примеров 

в случае урана трижды модифицированный метод привел к меньшей погрешности 

и для σp и для σtot. Для тяжелых элементов модифицированные методы при расчете 

полного сечения смещения так же, как и для сечения первичного смещения атома, 

показали более высокую точность, чем обычный метод LQZ. 

 

Применение укороченных вариантов метода Лиджиана – Кинга – Женгминга 

для расчета сечения смещения атома позитроном  

В [24] рассчитывалось сечение смещения атомов позитронами. Было показано, 

что сечения смещения позитронами всегда меньше, чем электронами, и что 

приближение МакКинли – Фешбаха даже менее применимо к случаю позитронов, чем к 

случаю электронов.  

Ранее в ряде работ [25] мы рассмотрели варианты укороченного метода LQZ 

и показали, что, несмотря на использование меньшего числа подгоночных параметров, 

чем в традиционном методе, во многих применениях точность укороченных вариантов 

остается достаточно высокой. В данном разделе мы применили метод LQZ и укоро-

ченные варианты для расчета сечения смещения атомов золота позитронами. Мы не 

имеем воможности для точного сопоставления результатов численного интегрирования 

моттовского сечения и наших результатов, т. к. результаты для позитронов не табули-

рованы. Поэтому мы будем сравнивать графики из работы [24] с полученными нами. 

В укороченных вариантах метода LQZ нормированное моттовское сечение 

вычисляется по формуле (индекс ma означает число коэффициентов aj, входящих 

в формулу для НМС): 
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Так как укороченные варианты LQZ отличаются от модифицированных вариантов 

меньшим числом коэффициентов aj, то из выражений для сечения смещения атомов (12) 

(19) можно сразу получить выражения в рамках укороченных методов: 
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(27) 

 

Коэффициенты аj в методе LQZ и укороченных вариантах рассчитываются по 

формуле (L в разных вариантах укороченного метода принимает значения от 3 до 6): 
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Подгоночные коэффициенты dZ для укороченных вариантов для Z = –79 приво-

дятся в работах [26–28]. 

Расчеты сечения смещения проходили для укороченных вариантов 3a6d, 3a5d, 

3a4d, 3a3d, 2a6d, 2a5d, 2a4d, 2a3d и по обычному методу LQZ.

 

На рисунке 2 изображена зависимость сечения первичного смещения и полного 

сечения смещения атома золота позитроном от энергии для пороговой энергии 

смещения 40 эВ. Для сравнения приводится рисунок 1 из работы [24]. Нижняя кривая на 

каждом графике – сечение cмещения в приближении МакКинли – Фешбаха. 

 

 

 
 

Z = 79 
 

Рисунок 2 – Сечение первичного смещения 

и полное сечение смещения атома позитроном 
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На рисунке 3 изображено отношение сечения первичного смещения атома золота 

позитроном к вычисленному в приближении МакКинли – Фешбаха, для сравнения 

приведен рисунок 2 [24].  

Графики, рассчитанные по методу LQZ и всем укороченным вариантам, 

практически сливаются и согласуются с результатом численного расчета [24]. 

 

 
 

Z = 79 
 

Рисунок 3 – Отношение сечения первичного смещения атома позитроном 

к сечению, вычисленному в приближении МакКинли – Фешбаха 

 

На рисунке 4 изображено отношение сечений первичного смещения атома золота 

для позитронов и для электронов для пороговой энергии смещения 24 эВ. Для сравнения 

приводится рисунок 4 [24]. Данные по сечению смещения для электронов брались из [2]. 

 

 
 

Z = 79. А – метод LQZ, B – метод 3a6d, C – метод 2а3d. 
 

Рисунок 4 – Отношение сечения первичного смещения атома позитроном 

к сечению первичного смещения атома электроном  

 

Результаты хорошо согласуются с [24]. При этом даже использование метода 

2а3d дает высокую точность. 

На рисунке 5 изображено отношение моттовского дифференциального сечения 

рассеяния позитронов ядром золота к полученному в приближении МакКинли – 

Фешбаха для энергии позитронов 10 МэВ. Для сравнения приводится рисунок 3 

из работы [24]. 
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Из рисунка следует, что метод 2а3d при высоких энергиях неприменим для рас-

сеяния на большие углы. Однако, основной вклад в сечение смещения атома при высо-

ких энергиях вносит рассеяние на малые углы, т. к. сечение рассеяния быстро убывает 

с рос-том угла рассеяния. Поэтому все укороченные методы дают хорошую точность 

при расчете сечения смещения атома для широкого диапазона энергий. 

 

 
 

Z = 79. Е = 10 МэВ. А – численный расчет моттовского сечения, В – LQZ, С – 3a6d, D – 2а3d. 
 

Рисунок 5 – Отношение дифференциального сечения рассеяния атома позитроном  

к дифференциальному сечению рассеяния, 

вычисленному в приближении МакКинли – Фешбаха  

 

Мы рассчитали отношение полных сечений смещения атома золота позитронами 

и электронами. Для расчета использовалась модель Кинчина – Пиза, как и в [24]. 

Результаты приведены на рисунке 6. 

 

 
 

Z = 79. А – метод LQZ, B – метод 3a6d, C – метод 2а3d. 
 

Рисунок 6 – Отношение полного сечения смещения атома позитроном  

к полному сечению смещения электроном 

 

Все методы дают близкие результаты. Отличие сечений смещения для позитронов 

и электронов при высоких энергиях выше, чем для сечений первичного смещения. 
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При энергии 105 МэВ отношение сечений 0,65, в то время как для сечений 

первичного смещения отношение составляет 0,96.  

Отметим, что в [29] отношение сечений полного смещения позитронов 

и электронов оказывается выше. Возможно, это связано с использованием другой 

каскадной функции. 

 

Заключение 

В работе рассмотрено использование аппроксимаций моттовского дифференци-

ального сечения рассеяния для расчета сечения смещения атома релятивистскими 

электронами и позитронами. Получены следующие результаты: 

1. Получено аналитическое выражения для расчета сечения первичного смещения 

атома в рамках трижды модифицированного метода Лиджиана – Кинга – Женгминга. 

2. Получены аналитические выражения для расчета полного сечения смещения 

атома при использовании каскадной функции Кинчина – Пиза в рамках метода Ли-

джиана – Кинга – Женгминна и его второй и третьей модификаций, а также в рамках 

второго борновского приближения. 

3. Получено выражение для полного сечения смещения атома в третьем борнов-

ском приближении через специальные функции. 

4. Вычислены сечения смещения атома электроном в углероде, кремнии, железе, 

свинце, уране, плутонии и эйнштейнии с корректировкой пороговой энергии смещения 

атома. Для рассмотренных примеров средняя погрешность борновских приближений 

для расчета полного сечения смещения несколько больше, чем для расчета сечения 

первичного смещения. Средняя погрешность третьего борновского приближения в не-

сколько раз меньше, чем второго. С ростом порядкового номера элемента погрешности 

борновских приближений растут.  

5. Погрешности метода LQZ и его модификаций существенно меньше, чем бор-

новских приближений. При этом средние погрешности для полного сечения смещения 

оказываются меньше, чем для сечения первичного смещения. Для тяжелых элементов 

средние погрешности выше, чем для легких, но во всех рассмотренных случаях средняя 

погрешность менее 1 %. Во всех рассмотренных случаях погрешность дважды моди-

фицированного метода LQZ меньше или равна погрешности обычного метода. По-

грешность трижды модифицированного метода LQZ для полного сечения смещения 

атома в железе выше, чем обычного метода. Для тяжелых элементов погрешности мо-

дифицированных вариантов метода LQZ значительно меньше, чем обычного метода. 

6. Получены аналитические выражения для сечения смещения атома в рамках 

укороченных вариантов метода Лиджиана – Кинга – Женгминга. Рассчитано сечение 

первичного смещения  атома и полное ечение смещения атома позитронами в золоте. 

Как метод LQZ, так и все укороченные варианты дают для сечения смещения атома 

значения, близкие между собой и согласующиеся с результатами численных расчетов, 

хотя укороченные методы для расчета моттовского сечения на большие углы 

при высоких энергиях могут быть неприменимы. Показано, что в случае использования 

каскадной модели Кинчина – Пиза при высоких энергиях различие полного сечения 

смещения позитронами и электронами больше, чем для сечения первичного смещения.  
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БЕЗМАССОВЫЙ ПРЕДЕЛ В УРАВНЕНИИ ШТЮКЕЛЬБЕРГА. 

ДЕКАРТОВЫЕ КООРДИНАТЫ 

 
Анализируются возможности описания различных частиц со спином 1 на основе использования 

обобщенной системы уравнений. В работе исследуется безмассовое поле Штюкельберга и его связь 

с сис-темой уравнений Огивецкого – Полубаринова для нотофа. Среди 11-ти компонент полевой функции 

Штюкельберга антисимметричный тензор представляет калибровочные компоненты, а скаляр и вектор 

соответствуют физически наблюдаемым величинам. Показано, что в декартовых координатах суще-

ствуют пять линейно независимых решений, описывающих разные состояния частицы Штюкельберга.  

Ключевые слова: безмассовое поле Штюкельберга, нотоф, декартовые координаты, точные 

решения. 

 

Massless limit in the Stuckelberg Equation. Cartesian symmetries 
 

In the paper, possibilities to describe different vector particle on the base of the using generalized system 

of equations are analyzed. Mainly we stady the massless Stuckelberg field. and its connection to Ogievetsky – 

Polubarinov equations for notoph. Among the 11 components of the field, the antisymmetric tensor ab  corre-

sponds to gauge variables, whereas the scalar and vector  , a  represent physically observable quantities. 

In Cartesian coordinates, exists five linearly independent solutions, describing different states of the Stuckelberg 

particle. 

Key words: massless Stuсkelberg field, notoph, Cartesian symmetries, exact solutions. 

 

Введение 

Безмассовый предел в уравнении Штюкельберга 

Как известно, самая простая система релятивистских инвариантных линейных 

дифференциальных уравнений первого порядка, описывающая свободную микроча-

стицу со спином 1, имеет вид 

mailto:ivashkevich.alina@yandex.by
mailto:3vladimir.pletyukhov@yandex.by
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,0 aab

b d           (1.1) 

,0 ababba           (1.2) 
 

где a  – 4-вектор (a, b = 0, 1, 2, 3); ab  – антисимметричный тензор второго ранга; 

 ,  – произвольные вещественные параметры. Здесь мы используем метрику 

),1,1,1,1(  diaggab  так что )3,2,1(,0

0  ii

i . 

Эта система включает в себя в качестве частных случаев три различные физиче-

ски неэквивалентные теории. 

Так, полагая в (1.1), (1.2) 
 

,0 m      (1.3) 
 

получим систему уравнений Даффина – Кеммера для векторной частицы с ненулевой 

массой 
 

.0,0  ababbaaab

b mm     (1.4) 
 

Если выбрать ,1,0    то придем к 10-мерной формулировке теории 

Максвелла, описывающей фотон – безмассовый микрообъект со спиральностью :1  
 

.0,0  ababbaab

b        (1.5) 
 

Наконец, при задании параметров 0,1    будем иметь систему 
 

,0,0  baabaab

b      (1.6) 
 

которая описывает подобный нотофу Огиевецкого – Полубаринова [3] безмассовый 

микрообъект со спиральностью 0, однако переносящий во взаимодействиях спин 1. В 

дальнейшем, следуя терминологии работы [4], будем называть этот микрообъект ду-

альным нотофом. 

Одним из существенных отличий безмассовых систем (1.5) и (1.6) от системы 

Даффина – Кеммера (1.4) является то, что в (1.5), (1.6) часть компонент волновой 

функции ),( abaA   являются ненаблюдаемыми (потенциалы), а часть – наблюда-

емыми (напряженности). Так, в системе (1.5) в качестве потенциалов выступают ком-

поненты вектора ,a в качестве напряженности – компоненты тензора ,ab  при этом 

первое уравнение называется уравнением движения, а второе позволяет выразить 

напряженности через потенциалы. В системе (1.6), наоборот, потенциалами являются 

компоненты тензора ,ab а в качестве напряжѐнности выступает вектор .a  

Более широкие возможности для описания как массивных, так и безмассовых 

микрообъектов с максимальным спином 1s  предоставляет система уравнений пер-

вого порядка 
 

,0  a

a       (1.7) 

,0 aaab

b       (1.8) 

,0 ababba       (1.9) 
 

которая помимо вектора a  и тензора ab  содержит скалярную функцию .  

В случае, когда ни один из параметров  ,,  в этой системе не равен нулю, 

она описывает (гипотетический) микрообъект с переменным спином 1,0s  и двумя 
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значениями массы   21 , mm , причем масса 
1m  относится к спину 0, 

а масса 
2m  – к спину 1. При    получаем теорию микрообъекта с переменным 

спином 1,0s  и одной массой. 

Если в (1.7) – (1.9) положить 
 

,,0 m       (1.10) 
 

то получим систему уравнений 
 

,0 a

a        (1.11) 

,0 aaab

b m          (1.12) 

.0 ababba m      (1.13) 
 

Эта система, как и уравнения Даффина – Кеммера (1.4), описывает микрочасти-

цу с ненулевой массой и спином 1, но содержит большее, чем (1.4), число уравнений 

и компонент волновой функции. Данный вариант теории массивной векторной частицы 

известен в литературе как подход Штюкельберга [5; 6; 7–11]). 

Безмассовый предел системы (1.11) – (1.13) имеет вид 
 

,0 a

a       (1.14) 

,ab

b

aa         (1.15) 

.0 abba         (1.16) 
 

Из (1.15) – (1.17) несложно получить уравнения второго порядка 
 

,00,  aa

a

a

a          (1.17) 
 

которые указывают на то, что система (1.14) – (1.16) действительно описывает безмас-

совый микрообъект. В дальнейшем будем называть его безмассовым полем Штюкель-

берга. 

Исследование возможных решений этой системы уравнений в декартовой си-

стеме координат является целью настоящей работы. 

 

Декартовые координаты 

Итак, рассматриваем систему дифференциальных уравнений первого порядка 

(1.14) – (1.16). Величины a  здесь будем трактовать как наблюдаемые (напряженно-

сти),   и ab – как ненаблюдаемые (потенциалы).  

Выражая вектор напряженности a  из уравнения (1.16) и подставляя получен-

ное выражение в (1.17), придем к следующему уравнению второго порядка для тензор 

потенциала ab : 
 

.0 ac

c

bbc

c

a         (2.1) 
 

Рассматривая случай плоских волн, используем подстановки 
 

,
3322110 xikxikxikiex eeeef          (2.2) 

,
3322110 xikxikxikiex

aa eeeef          (2.3) 

.
3322110 xikxikxikiex

abab eeeef          (2.4) 
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Тогда уравнения (1.15) – (1.16) дают 
 



 

33221100

02 ,0)(0

aaaaaa

jja

a любоеffkk




          (2.5) 

 

.,

,,

21123331331222

32231113322110

BkBkEfkifBkBkEfkif

BkBkEfkifEkEkEkfif








    (2.6) 

 

Запишем уравнение (2.1) в развернутом виде 
 

0 0 01 1 11 2 21 3 31 1 0 00 1 10 2 20 3 30

0 0 02 1 12 2 22 3 32 2 0 00 1 10 2 20 3 30

0 0 03 1 13 2 23 3 33 3 0 00 1 10 2 20 3 30

2 0 03 1 13 2 23 3 33

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

(

       

       

       

   

                 

                 

                 

        3 0 02 1 12 2 22 3 32

3 0 01 1 11 2 21 3 31 1 0 03 1 13 2 23 3 33

1 0 02 1 12 2 22 3 32 2 0 01 1 11 2 21 3 31

) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0.

   

       

       

         

                 

                 

 

 

или 
 

.0

,0

,0

,0

,0

,0

313221220102323112110201

232113110301313321230103

323312130203232213120302

303320231013232013100300

303220221012323012100200

303120211011313021200100












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       (2.7) 

 

Подставляя (2.4) в (2.7) и используя очевидные замены 
 

,,,, 2

000 ijijjj kkiki    
 

получим следующую систему из шести линейных однородных алгебраических уравнений: 
 

2

01 2 21 3 31 1 1 10 1 2 20 1 3 30

2

02 1 12 3 32 1 2 10 2 2 20 2 3 30

2

03 1 13 2 23 3 1 10 3 2 20 3 3 30

2 03 2 1 13 2 2 23 3 02 3 1 12 3 3 32

3 01 3 2 21

= 0,

= 0,

= 0,

= 0,

f k f k f k k f k k f k k f

f k f k f k k f k k f k k f

f k f k f k k f k k f k k f

k f k k f k k f k f k k f k k f

k f k k f

    

    

    

    

 3 3 31 1 03 1 1 13 1 2 23

1 02 1 1 12 1 3 32 2 01 2 2 21 2 3 31

= 0,

= 0;

k k f k f k k f k k f

k f k k f k k f k f k k f f

   

      

       (2.8) 

 

Введем для величин abf по аналогии с электродинамикой обозначения 
 

312231123303202101 ,,,,, BfBfBfEfEfEf       (2.9) 
 

и перепишем систему (2.8) в виде 
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(2.10) 

 

Представим систему (2.10) в матричной форме: 
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   (2.11) 

 

Если в системе (2.10) учесть связь 2

3

2

2

2

1

2 kkk   между энергией и импуль-

сом (при рассмотрении плоских волн это условие должно учитываться обязательно), 

то ранг матрицы А оказывается равным двум. В результате приходим, например, к си-

стеме уравнений: 
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или 
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Выразим из уравнений (2.13) величины 21, EE : 
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Здесь можно выделить четыре линейно независимых решения: 
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           (2.16) 

 

Возвращаясь к уравнению (1.16) и соотношениям (2.6), получим с учетом (2.16) 

следующие решения для величин af : 
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  (2.17) 

 

С учетом величины f  можно выделить пять независимых решений (свободные 

параметры для сокращения формул полагаем равными единице): 
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из которых первые четыре соответствуют нулевому скалярному полю. 
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Заключение 

Итак, проведенный анализ решений системы уравнений, описывающих безмас-

совое поле Штюкельберга, показывает, что эта система имеет пять независимых част-

ных решений. Вопрос о том, какие из описываемых ими состояний вносят вклад в фи-

зически наблюдаемые величины, требует дополнительного анализа с привлечением 

явного выражения для тензора энергии-импульса поля. Данный вопрос находится в 

настоящее время в поле зрения авторов. 
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О ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОМ ОПИСАНИИ ЭЛЕКТРОННОГО ГАЗА 

В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
 

Исследовано влияние температуры и интенсивного магнитного поля на некоторые термоди-

намические характеристики идеальных газов заряженных фермионов. В приближении абсолютного нуля 

температуры получена зависимость химического потенциала нерелятивистского и релятивистского 

электронного газа, а также степени спиновой поляризации релятивистского электронного газа от ин-

дукции магнитного поля при заполнении одного или двух уровней Ландау. Для крайне невырожденного 

релятивистского электронного газа получены выражения для химического потенциала, степени спиновой 

поляризации, энтропии, средней энергии и намагниченности. Для промежуточных температур получено 

выражение для большого термодинамического потенциала газа заряженных фермионов. 

Ключевые слова: электронный газ, магнитное поле, спиновая поляризация, химический потенциал. 

 

On the Thermodynamic Description of an Electron Gas in a Magnetic Field 
 

The influence of temperature and intense magnetic field on some thermodynamic characteristics of ideal 

gases of charged fermions is investigated. The dependence of the chemical potential of a non-relativistic 

and relativistic electron gas, as well as the degree of spin polarization of a relativistic electron gas on the 

magnetic field induction when filling one or two Landau levels is obtained in the approximation of absolute zero 

temperature. Expressions for the chemical potential, the degree of spin polarization, entropy, average energy and 

magnetization are obtained for an extremely non-degenerate relativistic electron gas. For intermediate 

temperatures, an expression is obtained for the large thermodynamic potential of a gas of charged fermions. 

Key words: electron gas, magnetic field, spin polarization, chemical potential. 

 

Введение 
Расчет термодинамических характеристик газов заряженных фермионов в маг-

нитном поле представляет интерес для различных астрофизических приложений. Ис-

следования в данной предметной области ведутся уже на протяжении нескольких де-

сятилетий, причем многие важные результаты уже прочно вошли не только в научную, 

но и в учебную литературу. 

Так, для случая высоких температур и слабых магнитных полей, т. е. когда вы-

полняются соотношения 
 

kT , kTB  ,     (1) 
 

получено выражение для намагниченности электронного газа через квантовые функции 

Ланжевена [1, с. 245–246]. При этом B  – индукция магнитного поля, T  – температура, 

k  – постоянная Больцмана,   – химический потенциал (отсчитываемый от энергии 

покоя),   – соответствующий магнетон (магнетон Бора в случае электронов). 

Для нерелятивистского электронного газа в приближении абсолютного нуля 

температуры найдены: 

а) выражения для большого термодинамического потенциала, химического по-

тенциала и магнитной восприимчивости [1, с. 291–294], числа частиц, давления и сред-

ней энергии [2, с. 28]; 
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б) выражения для указанных величин (за исключением большого термодинами-

ческого потенциала) в пределе слабых магнитных полей [2, с. 29–30] и в квантовом 

пределе [2, с. 31]; 

в) система уравнений, связывающих B ,  , спиновую поляризацию и концен-

трацию электронов [2, с. 13–20], выполнены дальнейшие исследования этой системы для 

некоторых частных случаев [3, с. 75; 4, с. 15]. 

Уравнение для химического потенциала исследовалось также в [5, с. 12–14]. 

Для нерелятивистского электронного газа в случае низких отличных от нуля 

температур, т. е. когда 
 

kT ,               (2) 
 

найдены выражения для большого термодинамического потенциала [6, с. 205–209] хи-

мического потенциала [1, с. 295], магнитной восприимчивости [1, с. 295; 6, с. 205] 

и намагниченности [6, с. 210]. При этом отдельно исследовались случаи, когда 
 

BkT   ,          (3) 

и 

kTB   .          (4) 
 

Те же величины (а также давление, энтропия и полная энергия) несколько иным 

способом найдены в [7, с. 12–15]. 

Для нерелятивистского электронного газа в случае высоких температур найдены 

выражения для большого термодинамического потенциала, химического потенциала 

и намагниченности [1, с. 297], числа частиц, давления, спиновой поляризации, энтропии, 

средней энергии [2, с. 52–54]. 

Для релятивистского электронного газа: 

а) в приближении абсолютного нуля температуры найдены выражения для 

большого термодинамического потенциала, химического потенциала (в неявном виде), 

магнитной восприимчивости, давления и средней энергии [2, с. 39–45], уравнение для 

химического потенциала исследовалось также в [5, с. 12–14]; 

б) в случае низких отличных от нуля температур, т.е. когда справедливо условие 

(2), найдены выражения для большого термодинамического потенциала, давления, эн-

тропии, намагниченности и полной энергии [8, с. 11–14]; 

в) в случае высоких температур получены выражения для большого термодина-

мического потенциала, химического потенциала (в неявном виде), магнитной воспри-

имчивости, энтропии и средней энергии [2, с. 63–64], но результаты требуют пересмотра. 

Несмотря на то что многие вопросы, относящиеся к данному проблемному полю, 

уже достаточно хорошо исследованы, ряд вопросов остается не до конца изученным. 

Исследованию некоторых из таких вопросов посвящена данная публикация. 

Во всех исследуемых далее случаях газ будет считаться идеальным. 

 

Химический потенциал крайне вырожденного идеального нерелятивист-

ского электронного газа в магнитном поле 
Рассмотрим нерелятивистский электронный газ в квантующем магнитном поле 

при абсолютном нуле температуры. 

Уравнение, связывающее химический потенциал  Be  (отсчитываемый от энер- 

гии покоя электрона) такого газа с его концентрацией en  в магнитном поле с индукцией 

B  (где em  – масса электрона, B  – магнетон Бора), может быть записано на основе 
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сведений из [2, с. 19] (без учета аномального магнитного момента электрона) в виде 

соотношений: 
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Суммирование в (5) выполняется до тех пор, пока подкоренное выражение, со-

ответствующее следующему слагаемому, не окажется отрицательным. Рассмотрим не-

которые частные случаи (в т. ч. те, которые не затрагивались ранее). 

При 0r  сумма в правой части (5) пропадает, и тогда величина  Be  с учетом 

(6) легко выражается через остальные: 
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При 1r  для  Be  из (5) получается квадратное уравнение, которое для 

удобства анализа значений корней после предварительных несложных преобразований 

можно переписать в виде 
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Общее выражение для обоих корней уравнения (8) выглядит следующим обра-

зом: 
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Поскольку  Be  определяется однозначно, следует оставить только один ко-

рень. Из (5) при 1r  можно сделать оценки для химического потенциала, если поло-

жить в правой части (5) все подкоренные выражения равными  Be  (тогда правая 

часть будет больше левой) или   BB Be  2  (тогда левая часть будет больше правой). 

В результате запишем: 
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При этом для установления границ корней уравнения (9) можно либо пренебре-

гать слагаемым, зависящим от B , под радикалом, либо дополнять подкоренное выра-

жение до полного квадрата. В результате можно получить следующие границы: 
 

   B
A

n
BB

A

n
B

e
eB

e 
3

8

93

4

9 2

2

2

2

  ,    (11) 

 

   B
A

n
BB

A

n
B

e
eB

e  4
3

8
2

2

2

2

  .    (12) 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2023 56 

Неравенства (11) и правое неравенство (12) не противоречат неравенствам (10), 

а левое неравенство (12) противоречит правому неравенству (10). Поэтому в (9) следует 

оставить только корень   Be  . 

С дальнейшим ростом r  получаются уравнения, сводимые к уравнениям чет-

вертой и более высоких степеней. 

 

Химический потенциал крайне вырожденного идеального релятивистского 

электронного газа в магнитном поле 
Теперь рассмотрим задачу, аналогичную предыдущей, только для релятивист-

ского газа. Уравнение, аналогичное (5), для химического потенциала  Be  (который, 

в отличие от нерелятивистского случая, содержит энергию покоя электрона) может быть 

записано на основе сведений из [2, с. 45] следующим образом: 
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c

Bm
F Be

32


 ,      (14) 

 

Суммирование в (13), как и в (5), ведется до тех пор, пока подкоренное выражение, 

соответствующее следующему слагаемому, не станет отрицательным. Как и для нере-

лятивистского газа, рассмотрим некоторые частные случаи (в т. ч. те, которые не за-

трагивались ранее). 

При 0r  сумма в правой части (13) исчезает, поэтому величина  Be  может 

быть легко выражена через остальные: 
 

    4222642 cmBmcnB eBeee    .   (15) 
 

При 1r  из (13) получается квадратное уравнение относительно величины 
 

  422 cmBy ee   .     (16) 
 

Для удобства анализа корней такого уравнения после несложных преобразований 

можно переписать его следующим образом: 
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Корни уравнения (17) находятся по формулам: 
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Поскольку  Be  определяется однозначно, следует, как и в нерелятивистском 

случае, оставить только один корень в (18). Из (13) при 1r  можно, выполняя рас-

суждения, аналогичные приведенным в абзаце перед (10), сделать следующие оценки: 
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Для установления границ корней (18) можно, как и при получении (11) – (12), 

либо пренебрегать слагаемым, зависящим от B , под радикалом, либо дополнять под-

коренное выражение до полного квадрата. В этом случае получаем следующие оценки: 
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Оба неравенства (20), а также правое неравенство (21) не противоречат неравен-

ствам (19). В противоположность этому, левое неравенство (21) противоречит правому 

неравенству (19). Поэтому в (18) оставляем только корень y , и тогда из (18) и (16) 

следует, что 
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По аналогии с нерелятивистским случаем, с дальнейшим ростом r  получаются 

уравнения, сводимые к уравнениям четвертой и более высоких степеней относительно 

величины (16). 

 

Степень поляризации крайне вырожденного идеального релятивистского 

электронного газа в магнитном поле 
Рассмотрим предыдущую модель электронного газа, оставляя все ее параметры 

без изменений, но теперь будем исследовать вопрос о спиновой поляризации электронов. 

На основе соотношений [2, с. 45] можно записать систему уравнений, связыва-

ющих степень спиновой поляризации ep0  и химический потенциал  Be  такого газа: 
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Здесь, как и в предыдущих задачах, не учитывается аномальный магнитный мо-

мент электрона, а суммирование ведется с прежними замечаниями. Можно исключить 

величину   422 cmB ee   из (23) и (24) или выразить ее в явном виде, вычитая (24) из (23). 

Тогда в правой части остается только одно слагаемое – то, в котором под корнем при-

сутствует лишь   422 cmB ee  : 
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Из (25) легко получить, что 
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Подставляя (26) в (23), получаем: 
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Можно подставить (26) также в (24), в результате чего получаем: 
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Вычитание (28) из (27) уже не приводит к новым уравнениям, но вместо вычи-

тания можно выполнить сложение, в результате чего получим: 
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Рассмотрим некоторые частные случаи полученных уравнений. 

Легко убедиться, что если в (27) 0r , то 10 ep . При 1r  из (27), (28) или (29) 

независимыми способами можно получить одно и то же квадратное уравнение относи-

тельно ep0 , которое внешне не отличается от аналогичного уравнения для нереляти-

вистского газа [4, с. 15]: 
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Корни уравнения (30) находятся по формуле 
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Легко убедиться в том, что корень 
 

ep0  отрицателен по знаку, а также 

превосходит единицу по модулю при любых, отличных от нуля значениях B , что 

лишено физического смысла. Кроме того, в соответствии со смыслом величины ep0 , 

который подразумевается в [2, с. 45], для уравнения (30) берется только положительный 

корень, а таким корнем при любых, отличных от нуля значениях B , как можно убе-

диться, является только корень 
 

ep0 . 

Как и в случае химического потенциала, с дальнейшим ростом r  получаются 

уравнения, сводимые к уравнениям четвертой и более высоких степеней. 

 

Химический потенциал крайне невырожденного идеального релятивист-

ского электронного газа в магнитном поле 
Перейдем к исследованию электронного газа при высоких температурах. Урав-

нение, связывающее химический потенциал такого газа с другими величинами, было 

получено в [2, с. 62–64]. Выполненные преобразования, однако, требуют уточнения, 

поэтому получим указанное уравнение заново. 

Введем обозначения:   – химический потенциал (содержащий энергию покоя 

частиц), 
eN  – число электронов, V  – объем, s  = 1/2. Смысл остальных величин был 
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приведен ранее. Запишем исходные соотношения (без учета аномального магнитного 

момента электрона): 
  eee NNN ,          (32) 
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При этом 

eN  – число электронов со спинами, направленными, соответственно, 

по направлению и против направления вектора индукции магнитного поля (направления 

собственных магнитных моментов противоположны), n  – номер уровня Ландау, zp  – 

проекция импульса отдельного электрона на ось z . 

Перепишем (32) с учетом (33) и (34) следующим образом: 
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Соотношение (35) можно также переписать следующим образом: 
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Введем обозначения: 
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С учетом (39) и (40) можно переписать (38) в виде 
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Учитывая выражение для функции Бесселя 
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можно окончательно переписать (41) в виде 
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Таким образом, 
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Кроме того, с учетом соотношения 
 

VNn ee  ,         (46) 
 

можно из (43) выразить химический потенциал через остальные величины: 
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Степень поляризации и другие термодинамические характеристики крайне 

невырожденного идеального релятивистского электронного газа в магнитном поле 
В электронном газе во внешнем магнитном поле при любой температуре возни-

кает поляризация спинов (и собственных магнитных моментов). Степень такой поля-

ризации в общем случае можно найти по формуле 
 

     eeeee NNNNp0 ,       (48) 
 

где выражения для 

eN  были получены ранее. Подставляя (44), (45) в (48), получим: 
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Далее нам также понадобится обозначение (помимо (40)): 
 

kT

BB
  .              (50) 

 

Общие выражения для энтропии S , средней энергии E  и намагниченности M  

имеют, соответственно, вид [2, с. 49, 53]: 
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При этом   – большой термодинамический потенциал, выражение для которого в 

случае крайне невырожденного газа имеет вид [2, с. 49]: 
 

kTNe .          (54) 
 

Подставляя (54) в (51) – (52), с учетом (43) получим: 
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При получении (55) – (57) было использовано соотношение [9, с. 168] 
 

      yyKyKyK 101  .       (58) 

 

Омега-потенциал идеального нерелятивистскиого газа заряженных фер-

мионов в магнитном поле при конечных температурах 

Теперь перейдем к исследованию нерелятивистского газа при конечных, 

но не очень высоких температурах. Общее выражение для большого термодинамиче-

ского потенциала газа заряженных фермионов в магнитном поле при конечных темпе-

ратурах имеет вид [2, с. 48, 50, 51] 
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В (59) приняты обозначения: m  – масса частицы, 
n  – энергия фермиона, n  – номер 

уровня Ландау,   – соответствующий магнетон (магнетон Бора для электронов или 

позитронов, ядерный магнетон для протонов), zp  – проекция импульса отдельного 

фермиона на ось z . 
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Таким образом, соотношение (59), как и все последующие, применимы не только 

к электронам, но и к другим заряженным фермионам (позитронам, протонам и др.). 

Далее ограничимся рассмотрением случая, когда для любых физически допу-

стимых значений 
n  справедливо соотношение 
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Для энергии и химического потенциала выполняются соотношения: 
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где c  – скорость света,   – отношение собственного магнитного момента фермиона 

к соответствующему магнетону. 

Если величина s  принимает значения, равные 21 , а минимальное значение n  

равно нулю, то из (61) следует, что (60) справедливо при 
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При выполнении (62) для логарифма в (59) можно выполнить следующее разложение: 
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С учетом (63) можно переписать (59) в виде: 
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Далее учтем, что [10, с. 277] 
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Выполняя суммирование, получаем: 
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Подставляя (65) – (67) в (64), окончательно получаем: 
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Если в сумме (68) оставить только слагаемое, соответствующее 0j , то полу-

чится уже известный результат для высоких температур [2, с. 51]. 
 

Заключение 
Исследовано влияние температуры и квантующего магнитного поля на избран-

ные термодинамические характеристики идеальных газов заряженных фермионов. 
В приближении абсолютного нуля температуры получена зависимость химического 
потенциала нерелятивистского и релятивистского электронного газа, а также степени 
спиновой поляризации релятивистского электронного газа от индукции магнитного поля 
при заполнении одного или двух уровней Ландау. Для крайне невырожденного реля-
тивистского электронного газа получены выражения для химического потенциала, сте-
пени спиновой поляризации, энтропии, средней энергии и намагниченности. Для от-
личных от нуля, но не очень высоких температур получено выражение для большого 
термодинамического потенциала газа заряженных фермионов. Результаты могут пред-
ставлять интерес для теоретического исследования замагниченных сверхплотных аст-
рофизических объектов и замагниченной межзвездной среды. 
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О ПРОИЗВОДНОЙ ДЛИНЕ КОНЕЧНЫХ РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП ПОРЯДКА, 

СВОБОДНОГО ОТ ЧЕТВЕРТЫХ СТЕПЕНЕЙ И НЕ ПРЕВЫШАЮЩЕГО 2000*
 

 

Натуральное число n  называется свободным от четвертых степеней, если 
4p  не делит n  

для всех простых p . Получена точная оценка производной длины конечных разрешимых групп порядка, 

свободного от четвертых степеней и не превышающего 2000.  

Ключевые слова: разрешимая группа, порядок, свободный от четвертых степеней, производ-

ная длина. 

 

On the Derived Length of Finite Soluble Groups 

in which the Order is Fourth Powers Free and Not at Most 2000 
 

A natural number n  is called free of fourth powers if 
4p  it does not divide n  for all primes p . 

The accurate estimate of the derived length of a finite soluble groups in which the order is fourth powers free 

and at most 2000 is obtained. 

Ke ywords: soluble group, order of fourth powers free, derived length. 

 

Введение 

Рассматриваются только конечные группы. Все обозначения и используемые 

определения соответствуют [1]. 

Для группы G  можно построить цепочку коммутантов 
 

( ) ( 1)( ) ...i iG G G G G        . 
 

Здесь G  – коммутант группы G  и 
( 1) ( )( )i iG G  . Если существует номер n  такой, 

что ( ) 1nG  , то группа G  называется разрешимой. Наименьшее натуральное n , 

для которого ( ) 1nG  , называется производной длиной группы G  и обозначается ( )d G . 

Пусть m  и n  – натуральные числа. Говорят, что n  свободно от m -х степеней, 

если 
mp  не делит n  для всех простых p . При 4m   говорят, что n  свободно 

от четвертых степеней. 

В работе [2] были получены точные оценки производной, нильпотентной и p -дли-

ны конечных разрешимых групп порядка, свободного от четвертых степеней. 

В частности, производная длина таких групп не превышает 6. Данную оценку можно 

уточнить, если рассмотреть группы порядка, не превышающего 2000. 

______________ 
*Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция – 2025» (№ госрегистрации 20211467) при финансовой 

поддержке Министерства образования Республики Беларусь). 
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С использованием системы компьютерной алгебры GAP [3] был разработан ал-

горитм для определения наибольшего значения производной длины разрешимых групп 

порядка, свободного от четвертых степеней и не превышающего 2000.  

Теорема. Пусть G  – разрешимая группа порядка, свободного от четвертых 

степеней и не превышающего 2000. Тогда производная длина группы G  не превышает 4. 

Справедливость теоремы подтверждают вычисления в системе GAP. 

С использованием методов абстрактной теории групп и теории формаций в настоящей 

статье получено доказательство приведенной выше теоремы.  

 

Вспомогательные результаты 

Напомним некоторые понятия, существенные в данной работе. 

Обозначим через [ ]A B    полупрямое произведение нормальной подгруппы A  

и подгруппы B , ( )pO G    наибольшую нормальную p-подгруппу группы G , ( )pO G    

наибольшую нормальную p -подгруппу группы G . Через nZ  будем обозначать цикли-

ческую группу порядка n . 

В доказательствах будут использоваться фрагменты теории формаций [1; 4]. 

Пусть F  – некоторая формация групп и G  – группа. Тогда FG  – F -корадикал 

группы G , т. е. пересечение всех тех нормальных подгрупп N  из G , для которых 

F∈/NG . Произведение }∈|∈{= FGFH HGG  формаций F  и H  состоит из всех 

групп G , для которых H -корадикал принадлежит формации F . Как обычно, 

FF.F =2  Формация всех абелевых групп обозначается через A . Очевидно, что 
kGA  тогда и только тогда, когда ( )d G k . 

Лемма 1. [4, лемма VI.8.1; 5, теорема 4B]. Пусть H  – неприводимая подгруппа 

нечетного порядка группы ( , )GL n p . Тогда: 

1) если 2n  , то H  циклическая и H  делит 
2( 1)p  ; 

2) если 3n  , то H  метабелева. 

Лемма 2. [6, леммы 10, 11].  

1) Если H  – разрешимая 4A -свободная подгруппа (3,3)GL  и 3( ) 1O H  , 

то ( ) 2d H  .  

2) Если H  – разрешимая 4A -свободная подгруппа (3,5)GL  и 5( ) 1O H  , 

то ( ) 3d H  . 

Вычисления в системе GAP устанавливают справедливость следующих лемм. 

Лемма 3. Расширение элементарной абелевой группы порядка 4 при помощи 

симметрической группы 3S  изоморфно одной из следующих групп: 
 

2 3 4[ ]Z Z Z , 6 2 2[ ]Z Z Z , 2 2 3Z Z S  , 4S . 
 

Лемма 4. Если H  – собственная подгруппа симметрической группы 4S , 

то 2 3 4 4 3 8 4{ , , , , , , }H Z Z E Z S D A . В частности, ( ) 2d H  . 

Лемма 5. Пусть G  – группа порядка 24. Тогда G  изоморфна одной из следующих 

групп: 
 

8 3Z Z , 12 2Z Z , 6 2 2Z Z Z  , 3 8[ ]Z Z , (2,3)SL , 3 8[ ]Z Q , 4 3Z S , 24D , 2 3 4Z Z Z  , 

6 2 2[[ ] ]Z Z Z , 8 3D Z , 8 3Q Z , 4S , 4 2A Z , 12 2D Z . 
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В частности, ( ) 3d G  .  

Лемма 6. Если H  – разрешимая неприводимая подгруппа группы (2,7)GL  

и 72,H   то 
 

3 3 6 2 2{ (2,3); [ ] }H Z SL Z Z Z Z    . 
 

В частности, ( ) 3d H  . 

Лемма 7. Пусть H  – неприводимая разрешимая подгруппа группы (2, )GL p . То-

гда ( ) 3d H   или 24H k  , где k  делит 1p  . 

Доказательство. Воспользуемся доказательством, которое приведено в [7, лемма 

3]. Пусть H  содержится в максимальной разрешимой подгруппе M группы (2, )GL p . 

Очевидно, M  – неприводимая подгруппа. 

Если M  импримитивна или M  примитивна и ее максимальная абелева нор-

мальная подгруппа F  изоморфна мультипликативной группе поля 
2( )GF p , то 

( ) 2d M  . Поэтому ( ) 2d H  .  

Пусть M  примитивна и ее максимальная абелева нормальная подгруппа 
*

2( )F GF p E . Подгруппа F  состоит из скалярных матриц, поэтому F  содержится 

в центре M . В M  существует нормальная подгруппа A  такая, что A  содержит F  

и /A F  изоморфна элементарной абелевой группе порядка 4, а /M A  изоморфна сим-

метрической группе степени 3. Тогда существует нормальный ряд 
 

1 F A M    
 

такой, что /M F  является расширением элементарной абелевой группы /A F  по-

рядка 4 при помощи группы /M A  изоморфной 3S . По лемме 3 возможны следу-

ющие случаи: 
 

2 3 4 6 2 2 2 2 3 4/ { ([ ] ), [ ] , , }M F Z Z Z Z Z Z Z Z S S    . 
 

Во всех, кроме последнего случая, 2/M FA  и ( / ) 2d M F  . Пересечем 

нормальный ряд 1 F A M    с подгруппой ,H  получим 
 

1 F H A H M H H    . 
 

Если 2/M FA , то 2/ /H F H HF F A  и 3H A . Поэтому ( ) 3d H  . 

Пусть 4/ .M F S Если / / ,HF F M F то по лемме 4 
 

2 3 4 4 3 8 4/ { , , , , , , }HF F Z Z E Z S D A . 
 

Поэтому 2/ /H F H HF F A  и 3H A . Значит, ( ) 3d H  . 

Пусть / /HF F M F . Так как 24 ( 1)M p   , то 24H F H    и F H  де-

лит 1p  . 

Других ситуаций для M  нет. Лемма доказана. 

 

Доказательство теоремы 

Пусть 1N  и 2N  – минимальные нормальные подгруппы группы G . Тогда группа 

G  изоморфна фактор-группе 1 2/G N N . В свою очередь, по [1, лемма 2.33] фактор-
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группа 1 2/G N N  изоморфна подгруппе прямого произведения фактор-групп 1/G N  

и 2/G N . Поскольку для всех фактор-групп выполняются условия теоремы, 

то 4

1/G N A  и 4

2/G N A . Поэтому производная длина группы G  не превышает 4. 

Значит, в группе G  существует единственная минимальная нормальная подгруппа 

и подгруппа Фиттинга ( )F G  группы G  является подгруппой некоторой силовской p -

подгруппы pG  группы G . 

Пусть ( ) 1Ф G  , тогда ( ) ( ) pФ G F G G  . Так как порядок группы G  свободен 

от четвертых степеней, то производная длина подгруппы ( )F G  не превышает 2, 

а порядок фактор-группы ( ) / ( )F G Ф G  равен либо p , либо 
2p . По теореме 4.24 [1] 

фактор-группа ( ) / ( )F G Ф G  либо минимальная нормальная подгруппа группы / ( )G Ф G

, либо ( ) / ( )F G Ф G  есть прямое произведение минимальных нормальных фактор-групп 

1 / ( )N Ф G  и 2 / ( )N Ф G  порядка p  группы / ( )G Ф G . 

Если ( ) / ( ) ,F G Ф G p то / ( )G F G  изоморфна фактор-группе 

( / ( )) / ( ( ) / ( ))G Ф G F G Ф G , которая, в свою очередь, по [1, теорема 2.8] изоморфна цик-

лической группе, как группе автоморфизмов группы простого порядка p . Отсюда сле-

дует, что /G FA  и ( ) 3d G  . 

Если 
2( ) / ( )F G Ф G p  и ( ) / ( )F G Ф G  есть прямое произведение минимальных 

нормальных фактор-групп 1 / ( )N Ф G  и 2 / ( )N Ф G  порядка p  группы / ( )G Ф G , 

то по [1, теорема 2.8] для каждого / ( )iN Ф G  фактор-группа 

/ ( )/ ( ) / ( / ( ))G Ф G iG Ф G C N Ф G  изоморфна подгруппе группы автоморфизмов 

1( / ( ))i pAut N Ф G Z  . По [1, лемма 2.33] фактор-группа 
2

/ ( )

=1

/ ( ) / ( / ( ))G Ф G i

i

G Ф G C N Ф G  

изоморфна подгруппе прямого произведения групп / ( )/ ( ) / ( / ( ))G Ф G iG Ф G C N Ф G , 

1 2i  . Так как в разрешимой группе с единичной подгруппой Фраттини подгруппа 

Фиттинга совпадает со своим централизатором,  

то  
 

2

/ ( ) / ( )

=1

( / ( )) = ( ( ) / ( )) = ( ) / ( )G Ф G i G Ф G

i

C N Ф G C F G Ф G F G Ф G  

и 
2

/ ( )

=1

/ ( ) / ( / ( )) /G Ф G i

i

G Ф G C N Ф G G F . 

 

Отсюда следует, что /G FA  и ( ) 3d G  . 

Если 
2( ) / ( )F G Ф G p  и ( ) / ( )F G Ф G  – минимальная нормальная подгруппа 

группы / ( )G Ф G , то фактор-группа / ( )G F G  изоморфна подгруппе полной линейной 

группы (2, )GL p . Из леммы 7 следует, что производная длина фактор-группы / ( )G F G  

не превышает 3 или / ( ) 24G F G k  , где k  делит 1p  . Очевидно, что в этом случае 

либо ( ) 4d G  , либо
3( )F G p  и 

324G p k   , где k  делит 1p  . Так как порядок 

группы не превышает 2000, то 3p  . Противоречие, поскольку группа G  свободна 

от четвертых степеней. 
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Если ( ) 1Ф G  , то подгруппа Фиттинга является минимальной нормальной под-

группой группы G  и ( ( )) ( )GC F G F G . Поэтому | ( ) |F G  равен либо p , либо 
2p , либо 

3p .  

Если ( )F G p , то по [1, теорема 2.8] / ( )G F G  изоморфна циклической группе, 

как группе автоморфизмов группы простого порядка p  и 2GA . Поэтому ( ) 2d G  . 

Если 
2( )F G p , то по [1, теорема 2.8] фактор-группа / ( )G F G  изоморфна не-

приводимой разрешимой подгруппе группы ( ( )) (2, )Aut F G GL p . Тогда по лемме 7 

производная длина фактор-группы / ( )G F G  не превосходит 3 или / ( ) 24G F G k  , 

где k  делит 1p  . 

Если ( / ( )) 3d G F G  , то ( ) 4d G  . Если / ( ) 24G F G k  , то 
224G p k   , где 

k  делит 1p  . Так как порядок группы G  не превышает 2000, то 7p  . 

Если 2p  , то 
224 2G k   . Противоречие, т. к. порядок группы G  свободен 

от четвертых степеней. 

Если 3p  , то 
224 3G k    и k  делит 3 1 2  . Следовательно, 2k   или 1k  . 

Если 2k  , то порядок группы G  не свободен от четвертых степеней. Противоречие. 

Если 1k  , то 
3 33 2G    и 

3/ ( ) 2 3 24G F G    . По лемме 5 
3/ ( )G F G A  и 4GA . 

Следовательно, ( ) 4d G  . 

Если 5p  , то 
224 5G k    и k  делит 5 1 4  . Следовательно, 4k  , 2k   или 

1k  . В случаях, когда 2k   или 4k  , порядок группы G  не свободен от четвертых 

степеней. Противоречие. Значит, 1k  и / ( ) 24G F G  . По лемме 5 
3/ ( )G F G A  

и 4GA  . Следовательно,  ( ) 4d G  . 

Если 7p  , тогда 
224 7G k    и k  делит 7 1 6  . Следовательно, либо 6,k   

либо 3k  , либо 2k  , либо 1k  . Если k  равно 2 или 6, то порядок группы G  

не свободен от четвертых степеней. Противоречие. Если 1k  , то / ( ) 24G F G   и по 

лемме 5 
3/ ( )G F G A . Следовательно, 4GA  и ( ) 4d G  . Если 3k  , то / ( ) 72G F G  . 

Следовательно, / ( )G F G  изоморфна подгруппе полной линейной группы (2,7)GL . То-

гда по лемме 6 
3/ ( )G F G A . Значит, 4GA  и ( ) 4d G  . 

Если 
3( )F G p , то по [1, теорема 2.8] фактор-группа / ( )G F G  изоморфна не-

приводимой разрешимой подгруппе полной линейной группы ( ( )) (3, )Aut F G GL p . 

Кроме того, / ( )G F G  – p -группа.  

Если 2p  , то / ( )G F G  – подгруппа нечетного порядка группы (3, )GL p . Тогда 

по лемме 1 ( / ( )) 2d G F G   и ( ) 3d G  . 

Если 3p  , то / ( )G F G  – 3 -группа и, следовательно, фактор-группа / ( )G F G  

является 4A -свободной группой. По лемме 2(1) ( / ( )) 2d G F G   и ( ) 3d G  . 

Если 5p  , то / ( )G F G  – 5 -группа и | / ( ) | 16G F G  . Следовательно, фактор-

группа / ( )G F G  либо 4A -свободна, либо 4/ ( )G F G A . Если подгруппа / ( )G F G  4A -

свободна, то по лемме 2(2) ( / ( )) 3d G F G   и ( ) 4d G  . Если 4/ ( )G F G A , 

то ( / ( )) 2d G F G   и ( ) 3d G  . 
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Если 7p  , то | / ( ) | 5G F G  . Отсюда следует, что подгруппа / ( )G F G  абелева 

и ( ) 2d G  . 

Очевидно, что при 11p   группа G  изоморфна подгруппе ( )F G  и G  абелева. 

Теорема доказана. 

Следующий пример показывает, что оценка производной длины, полученная 

в теореме, точная. 

Пример. С помощью системы компьютерной алгебры GAP [3] найдена группа 

8[ ]G S D  (IdGroup(G)=[216,87]), где S  – экстраспециальная группа порядка 27, 8D  – 

диэдральная группа порядка 8. Очевидно, что 
3 3| | 216 2 3G    . Производная длина 

группы G  равна 4. 
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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ТИПА НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 

ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ 

 
Рассматривается множество эллиптических систем двух дифференциальных уравнений с 

частными производными второго порядка на плоскости с положительным характеристическим опре-

делителем. Для таких систем изучается вопрос регуляризуемости задачи типа наклонной производной. 

В каждой компоненте гомотопической связности рассматриваемого множества эллиптических си-

стем приводится представитель, обладающий следующими свойствами: каждая компонента произ-

вольного дважды непрерывно дифференцируемого решения является бигармонической функцией, и крае-

вая задача типа наклонной производной в классической постановке для этого представителя не являет-

ся нетеровой. Таким образом устанавливается, что регуляризуемость задачи типа наклонной произ-

водной для рассматриваемых эллиптических систем не связана с гомотопическим классом системы. 

Ключевые слова: эллиптическая система, регуляризуемая краевая задача, условие Лопатинско-

го, гомотопическая классификация. 

 

About the Oblique Derivative Type Boundary Value Problem 

for Second-Oder Elliptic Systems on the Plane 

 
The set of elliptic systems of two second-order partial differential equations on the plane with positive 

characteristic determinant is considered in this paper. For such systems the question of regularizability 

of an oblique derivative type problem is studied. In each homotopy class of the set of elliptic systems under con-

sideration, a representative is given that has the following properties: each component of an arbitrary twice 

continuously differentiable solution is a biharmonic function, and an oblique derivative-type boundary value 

problem in the classical formulation for this representative is not Fredholm. Consequently, the regularizability 

of a problem of oblique derivative type boundary value problem for the elliptic systems under consideration is 

not related to the homotopy class of the system. 

Ke ywords: elliptic system, regularizable boundary value problem, Lopatinski condition, homotopic 

classification. 
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Введение 

В ограниченной области 2
R , границей которой является гладкая кривая Ля-

пунова  , рассмотрим множество равномерно эллиптических систем двух дифферен-

циальных уравнений второго порядка вида 
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jk uxA
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xx

u
xA ,      (1) 

 

где )(),( xAxA jjk    и )(0 xA  – заданные в   достаточно гладкие квадратные веществен-

ные матрицы-функции второго порядка, 2: Ru  – искомая вектор-функция. 

В работе [1] Б. В. Боярский установил, что множество эллиптических систем 

двух линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами второ-

го порядка на плоскости с положительным характеристическим определителем имеет 

три компоненты гомотопической связности. Системы первой компоненты гомотопны 

паре уравнений Лапласа 
 


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Системы второй компоненты гомотопны системе А. В. Бицадзе 
 











































,02

,02

2

2

2

2

2

1

2

2

21

1

2
21

2

2

2

2

1

2

2

1

1

2

x

u

x

u

xx

u

xx

u

x

u

x

u

    (3) 

 

третьей компоненты – сопряженной системе А. В. Бицадзе 
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Задача отыскания пары функций 
 

)()())()(()( ,12
21221121   CC,xx, u,xxu,xxu ,T

, 
 

удовлетворяющей в области   системе (1) и на поверхности   граничным условиям 
 

,2,1,grad;grad; 2211  kfulqulp kkk           (5) 
 

называется задачей типа наклонной производной. Здесь R:,, kkk fqp  – заданные 

функции класса )(,0 C ; 21, ll    – заданные некасательные к поверхности   вектор-

ные поля;      ;  – стандартное скалярное произведение в 2
R ; )(, nC  – множество 

всех непрерывно дифференцируемых в области   функций до порядка n  включитель-

но, частные производные порядка n  которых непрерывны по Гельдеру с показателем 

]1;0(  в этой области; )(, nC  – множество всех непрерывно дифференцируемых 

в области   функций до порядка n  включительно, все частные производные которых 
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до порядка n  включительно допускают непрерывное продолжение на замыкание обла-

сти и продолжения всех производных непрерывны по Гельдеру с показателем ]1;0(  

в замыкании   области  . 

Для произвольной эллиптической системы (1) краевая задача типа наклонной 

производной, вообще говоря, не является нетеровой. Например, в случае 
21 ll   задача 

не будет нетеровой [2] для системы (3).  

Известно, что если (1) является системой ортогонального типа и в каждой точке 

границы   векторы 
1l  и 

2l  не параллельны, то задача (1), (5) при 121  qp  

и 012  qp  является нетеровой независимо от того, какой компоненте гомотопиче-

ской связности принадлежит система (1) [3, с. 74]. 

В настоящей статье для каждой компоненты гомотопической связности множе-

ства эллиптических систем вида (1) приводится представитель, для которого задача ти-

па наклонной производной не является нетеровой. Тем самым мы показываем, что ре-

гуляризуемость задачи типа наклонной производной для рассматриваемых эллиптиче-

ских систем не связана с гомотопическим типом системы, и пополняем количество по-

добных примеров [4]. 

Проблема гомотопической классификации регуляризуемых краевых задач для 

эллиптических систем дифференциальных уравнений впервые была сформулирована 

И. М. Гельфандом в 1960 г. Она состоит в нахождении числа компонент гомотопиче-

ской связности, в указании представителей этих компонент и в установлении гомото-

пических инвариантов эллиптических псевдодифференциальных операторов, задавае-

мых регуляризуемыми краевыми задачами [5]. 

Несмотря на давность постановки, эта проблема до сих пор не решена, по ней 

имеются лишь отдельные результаты. Например, проведена гомотопическая классифи-

кация регуляризуемых задач Римана – Гильберта для системы Моисила – Теодереску 

[6], для трехмерных аналогов системы Коши – Римана [7], для кососимметрических эл-

липтических систем в 3
R  [8] и для эллиптических систем ортогонального типа в 3

R  

[9]. Также известны классы систем, для которых в произвольной области любые гра-

ничные условия не могут образовывать регуляризуемую краевую задачу [10–12]. 

 

Примеры эллиптических систем и некоторые их свойства 

Рассмотрим следующие три системы двух дифференциальных уравнений второ-

го порядка на плоскости 
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Характеристические матрицы систем (7), (8) и (9) имеют соответственно вид 
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Теорема 1. Каждая из систем ,0
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Доказательство. Поскольку 
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при всех }0{\2
R , то, по определению, каждая из рассматриваемых систем является 

эллиптической. 

В работе [1] по коэффициентам эллиптической системы (1) строится специаль-

ная квадратичная функция )(p , по расположению корней которой на комплексной 
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система (6) гомотопна паре уравнений Лапласа (2). 
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Теорема доказана. 

Теорема 2. Каждая компонента произвольного решения любой из систем 
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Доказательство. Согласно результатам книги [10, с. 141], из эллиптичности 
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следует требуемое. 
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Задача типа наклонной производной для рассматриваемых систем 

В этом разделе считаем, что граничные условия (5) имеют вид 
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где   – единичное поле внутренних нормалей на поверхности  ; l  – единичное поле 

на  , составляющее с нормалью   ориентированный угол 45° в каждой точке  ;

R:, 21 ff  – заданные непрерывные по Гельдеру функции. 
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является максимальным, т. е. равен двум. Здесь ),( y  – характеристическая мат-
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Нетрудно убедиться в том, что все миноры второго порядка матриц ),,~( yLA  

),~( yLB и ),~( yLC равны нулю. Таким образом, в точке y~  нарушается условие 

Лопатинского, и, следовательно, задача типа наклонной производной (с краевыми 

условиями (9)) для каждой из рассматриваемых систем (6), (7) и (8) не является регуля-

ризуемой. 

Теорема доказана. 

 

Заключение 

Таким образом, в каждой компоненте гомотопической связности множества эл-

липтических систем двух дифференциальных уравнений второго порядка на плоскости 

с положительным характеристическим определителем найдется система, обладающая 

следующими свойствами: 

1) все дважды непрерывно дифференцируемые решения этой системы являются 

бигармоническими вектор-функциями; 

2) краевая задача типа наклонной производной в произвольной ограниченной 

области с гладкой границей на плоскости не является регуляризуемой. 

Последнее означает, что оператор, отвечающий рассматриваемой задаче, не яв-

ляется нетеровским в определенных банаховых пространствах, т. е. имеет либо неза-

мкнутое множество значений, либо бесконечномерное ядро или коядро.  
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АПОСТЕРИОРНЫЙ ВЫБОР ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 

В НЕЯВНОЙ СХЕМЕ ИТЕРАЦИЙ РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 

С НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫМ ОПЕРАТОРОМ 

 
Для решения линейных операторных уравнений первого рода с ограниченным несамосопряжен-

ным оператором в гильбертовом пространстве предлагается неявная итерационная схема. Для этого 

метода обосновывается возможность применения правила останова по поправкам, что делает пред-

ложенный метод эффективным и тогда, когда нет сведений об истокообразной представимости точ-

ного решения. В работе доказана сходимость метода и получена оценка для момента останова. Полу-

ченные результаты могут быть использованы в теоретических исследованиях при решении линейных 

операторных уравнений, а также при решении прикладных некорректных задач. 

Ключевые слова: некорректное уравнение первого рода, неявная итерационная схема, гильбер-

тово пространство, ограниченный и несамосопряженный оператор, правило останова по поправкам. 

 

A Posteriori Choice of the Regularization Parameter in an Implicit Iteration Scheme 

for Solving Ill-Posed Problems with a Non-Self-Adjoint Operator 
 

An implicit iterative scheme is proposed for solving linear operator equations of the first kind with 

a bounded non-self-adjoint operator in a Hilbert space. For this method, the possibility of applying the stop rule 

on amendments is justified, which makes the proposed method effective even when there is no information about 

the source-like representativeness of the exact solution. In this paper, the convergence of the method is proved 

and an estimate for the stopping moment is obtained. The results obtained can be used in theoretical studies of 

the solution of linear operator equations, and solving ill-posed problems applied. 

Key words: ill-posed equation of the first kind, implicit iteration scheme, Hilbert space, bounded and 

non-self-adjoint operator, stop rule by amendments. 

 

Введение 

Встречается большой класс задач, где решения неустойчивы к малым изменени-

ям исходных данных, т. е. сколь угодно малые изменения исходных данных могут при-

водить к большим изменениям решений. Задачи подобного типа принадлежат к классу 

некорректных задач.  

Значительная часть задач, встречающихся в прикладной математике, физике, тех-

нике и управлении может быть представлена в виде операторного уравнения первого рода 
 

YyXxyAx  ,,                                               (1) 
 

с заданным оператором YXA :  и элементом y , X и Y – метрические пространства, 

а в особо оговариваемых случаях – банаховы или даже гильбертовы. Ж. Адамаром 

(J. Hadamard) [1] было введено следующее понятие корректности: 

Определение. Задачу отыскания решения Xx  уравнения (1) называют кор-

ректной (или корректно поставленной, или корректной по Адамару), если при любой 

фиксированной правой части Yyy  0  уравнения (1) его решение:  

а) существует в пространстве X ; 

б) определено в пространстве X однозначно; 
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в) устойчиво в пространстве X , т. е. непрерывно зависит от правой части 

Yy . В случае нарушения любого из этих условий задачу называют некорректной 

(некорректно поставленной); более конкретно при нарушении условия в) ее принято 

называть неустойчивой.  

Из определения видно, что корректность по Адамару эквивалентна однозначной 

определенности и непрерывности обратного оператора 1A  на всем пространстве Y .  

На протяжении многих лет в математике считалось, что только корректные за-

дачи имеют право на существование, что только они правильно отражают реальный 

мир. О некорректных задачах сложилось мнение, что они не имеют физической реаль-

ности, поэтому их решение бессмысленно. В результате долгое время некорректные за-

дачи не изучались.  Однако на практике все чаще и настойчивее стала возникать необ-

ходимость решать некорректные задачи. К таким задачам относятся задача Коши для 

уравнения Лапласа, задача решения интегрального уравнения первого рода, задача 

дифференцирования функции, заданной приближенно, численное суммирование рядов 

Фурье, когда коэффициенты известны приближенно в метрике 2l , обратная задача гра-

виметрии, обратная задача теории потенциала, задача спектроскопии и т. д.  

Особое место среди методов решения некорректных задач занимают итерацион-

ные методы, поскольку они легко реализуются на ПЭВМ. Различные итерационные 

схемы решения некорректно поставленных задач были предложены в работах [2–13]. 

В настоящей статье предлагается неявная итерационная схема решения некор-

ректных задач в гильбертовом пространстве и обоснована возможность применения 

к ней правила останова по поправкам.  

Сравнение предлагаемого метода с хорошо известным явным методом итера-

ций Ландвебера [2]   0, ,0,,,1   xAxyxx nnn  показывает, что порядки их 

оптимальных оценок одинаковы. Достоинство явных методов в том, что явные методы 

не требуют обращения оператора, а требуют только вычисления значений оператора 

на последовательных приближениях. В этом смысле метод Ландвебера предпочти-

тельнее рассматриваемого неявного метода. Однако предлагаемый неявный метод об-

ладает следующим важным достоинством. В методе Ландвебера на параметр   накла-

дывается ограничение сверху – неравенство ,
4

5
0

A
  что может привести на прак-

тике к необходимости большого числа итераций. В предлагаемой неявной схеме итера-

ций ограничений сверху на 0b   нет. Это позволяет считать 0b   произвольно боль-

шим (независимо от A ), в связи с чем оптимальную оценку погрешности для неявно-

го метода можно получить уже на первых шагах итераций. 

Рассмотренный в статье неявный итерационный метод найдет практическое при-

менение в прикладной математике: он может быть использован для решения задач, 

встречающихся в теории оптимального управления, математической экономике, геофи-

зике, теории потенциала, синтезе антенн, акустике, диагностике плазмы, в наземной или 

воздушной геологоразведке, при решении обратной кинематической задачи сейсмики, 

космических исследованиях (спектроскопии) и медицине (компьютерной томографии). 

 

Основная часть 

1. Постановка задачи 

В гильбертовом пространстве H решается линейное операторное уравнение пер-

вого рода 
 

                                                                 yAx  ,                                                                (2) 
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где A  – оператор несамосопряженный и ограниченный. Предполагается, что нуль не 

является собственным значением оператора A . Однако нуль принадлежит спектру 

оператора A , поэтому задача (2) неустойчива и, следовательно, некорректна. 

Предположим, что )(ARy , т. е. при точной правой части y  уравнение имеет един-

ственное решение .x  Будем искать его, используя неявную схему итераций 
 

   
1

4 3
* * *

1 0, 0,n nx A A B Bx A A A y x




   

      
   

                       (3) 

 

где I – единичный оператор, а B  – ограниченный вспомогательный самосопряженный 

оператор, который выбирается для улучшения обусловленности. В качестве B  возьмем 

оператор , 0.B bI b   Обычно правая часть уравнения неизвестна, а вместо нее из-

вестно y , такое что  yy . Тогда приближения (3) примут вид 
 

1 0, ,n n nz Cz Dy Cu z Н                                                  (4) 
 

где nu  – ошибки при вычислении итераций  nu   ,  
1

4
* ,C A A B B


 

  
 

 

   
1

4 3
* * *D A A B A A A


 

  
 

. 

Ранее [14] была изучена сходимость схемы итераций (3) с апостериорным выбо-

ром числа итераций (останов по малости невязки) для ограниченного и самосопряжен-

ного оператора A . При возмущениях в правой части (2) там доказано, что при условии 

0b  метод (3) сходится и в предположении, что точное решение x уравнения (2) исто-

кообразно представимо, получены апостериорные оценка погрешности метода и оценка 

момента останова. 

 

2. Правило останова по поправкам. 

В том случае, когда истокопредставимость точного решения неизвестна, метод 

(4) можно сделать эффективным, если воспользоваться следующим правилом останова 

по поправкам [5–6; 8]. Зададим уровень останова 0  и момент останова m  опреде-

лим неравенствами 
 

.

),(,

1

1









mm

nn

zz

mnzz
                  (5) 

 

Покажем, что метод (4) с правилом останова (5) сходится. Справедлива 

Лемма 1. Пусть приближение n  определяется условиями 
 

,00 z  ,1 nnn CuDyC    .0n                                  (6) 
 

Тогда справедливо неравенство .
2

1

0

2
0

2
1

0
k

n

k
kkk

n

k
CuxCu







  

Доказательство. Из (6) при kn   имеем .1 DyCCu kkk    Отсюда, ис-

пользуя равенство yAAxA **  , получим 
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Обозначим xkk  , тогда ,1
1

kkk Cu  
  откуда .1 kkk CCu    
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      (7) 

 

Оценивая абсолютную величину последнего слагаемого правой части (7) по не-

равенству Коши – Буняковского, приходим к неравенству 
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Покажем, что .0,)( 1   kCuCE kkkk  Имеем kkk CCu  1 , 

,1 kkkkk CCu    тогда получим ,)( 1 kkkk CECu  

xCECux kkkk  1)( , отсюда следует, что 
 

.0,)( 1   kCuCE kkkk                               (9) 
 

Используя равенство (9), запишем неравенство (8) в виде 
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где .),(),(2),(),(2
2
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1

2

1
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
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n

k
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n

k
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n

k

nnkkn CCCCC  Нетрудно 

показать, что 0n  при любых ....,,, 21 n  Тогда 
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0
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






n

k
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n

k

k CECECu  Используя равенство (9), получим 
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
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




n

k

kkk

n

k

k CuCu
0

2
100

1

0

2
),( , откуда вытекает 

.
1

0

22
0

0

2
1 





 
n

k

k

n

k

kkk CuxCu  Лемма 1 доказана.  

Имеет место 

Лемма 2. При H 0  и произвольной последовательности ошибок  ,nu  удо-

влетворяющих условию nu , выполнено неравенство 
 

.2lim 1  


Cnn
n

                                                    (10) 

 

Доказательство. Для доказательства леммы 2 воспользуемся теоремой: 

Теорема 1 (Тѐплица). Пусть выполняются условия: 1) 0
knP  ; 2) 

1

1
k

n

n

k

P


 ; 

3) lim 0
kn

n
P


  для любого фиксированного k; 4) lim n

n
x a


 . Тогда 

1

( ) ,
k

n

n n k

k

t P x n N


 
   
 
  сходится и lim n

n
t a


 . 

Доказательство. Из 4) имеем lim ,n
n

x a


  поэтому ( 0),   

0 0( ),( , )n N n N n n     , что 
2

nx a


  . Так как любая сходящаяся последователь-

ность ограничена, то ( 0), ( )M n N    , что nx M , поэтому получим 

2 , значит, 2n n nx a x a M x a M      . 

Из 3) lim 0
kn

n
P


  для любого фиксированного k, поэтому 0 0n n  , что 

0
0

, 1,
4knP k n

n M


   для 0n n  . 

Таким образом, справедливо записать: 
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Следовательно, для 0( )n n   lim nt a . Теорема 1 доказана. 



МАТЭМАТЫКА 85 

Используя теорему 1, рассмотрим и докажем следующие примеры: 

Пример 1. Дано: lim n
n

x a


 . Доказать: 1lim

n

k

k

n

x

a
n




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
. 

Доказательство. Воспользовавшись теоремой 1, имеем 
1

, 1, ,
knP k n n N

n
   . 

Тогда 1) 0;
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lim lim 0.
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Пример 2. Дано: lim n
n

x a


 , 0nx  . Доказать: 

1
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1 1
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n

n

n
a

x x
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 
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Доказательство. Из теоремы 1 имеем  
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писать: 1) 0;
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 Следова-

тельно, 
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Пример 3. Дано: lim n
n

x a


 , 0nx  . Доказать: 
1

lim
n

n k
n

k

x a




 . 

Доказательство. Поскольку 1 2
1 2
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nn
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x x xn
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n

x x

  
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, следова-

тельно, 1 2lim ...n
n

n
x x x a


 . 

Опираясь на пример 3, получим  
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          (11) 

 

А теперь вернемся непосредственно к доказательству леммы 2. 
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 так как 0
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0 


xw
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. 

 

Отсюда следует (10), и, значит, лемма 2 доказана. 

Обе леммы будут использованы при доказательстве следующей теоремы. 

Теорема 2. Пусть уровень останова ),(   выбирается как функция от уров-

ней   и   норм погрешностей  yy  и nu . Тогда справедливы следующие утверждения: 

а) если ,2),(  C  то момент останова m  определен при  любом начальном 

приближении Hz 0  и любых y  и ,nu  удовлетворяющих условиям , yy  

;nu  

б) если ,2),(  CD  то справедлива оценка 
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в) если, кроме того, ,0),(   0,   и  ,),( pCDd   где ,1d  

),1,0(p  то .0lim
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
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Доказательство. а) По индукции покажем, что 
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При 1n  из 11   nnn CuDyCzz  имеем 001 CuDyCzz   , из (12) полу-

чим то же самое, т. е. при 1n  формула (12) верна. Предположим, что (12) верна 

при pn  , т. е.  
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Таким образом, справедливость (12) доказана. Отсюда 
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Следовательно, 
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то имеем 
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Так как по (14) при mn   имеем  ,  Dnn 1
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Предположим, что (15) верно, тогда 
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Следовательно, предположение верно и справедливость формулы (15) доказана. 
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Умножим обе части последнего равенства на , CD
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Итак, доказано, что 0lim
0,




xmz  при m , т. е. метод итераций (4) с пра-

вилом останова (5) сходится в исходной норме гильбертова пространства. 

Теорема 2 доказана. 

 

Заключение 

В настоящей статье изучены некоторые свойства предложенной неявной схемы 

итераций решения некорректных задач: доказана сходимость приближений с апостери-

орным выбором параметра регуляризации (останов по поправкам) в исходной норме 

гильбертова пространства в случае ограниченного несамосопряженного оператора и 

получена оценка для апостериорного момента останова. 
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СИММЕТРИЯ В КОНЕЧНОЙ ГРУППЕ И ЕЕ СВОЙСТВА 

 
Изучаются конечные группы. Дается определение симметрии конечной группы относительно 

произвольной точки и изучаются свойства симметрии. Рассматриваются гомоморфизмы конечной 

группы и строятся однородные пространства, порожденные гомоморфизмом, изучаются его свойства, 

рассматриваются примеры. 

Ключевые слова: группа, подгруппа, гомоморфизм, симметрия, однородное пространство. 

 

Symmetry in a Finite Group and its Properties 
 

In this work finite groups are studied. A definition of a finite group with respect to approaching points 

of view is given and the properties of the collection are studied. Homomorphisms of a finite group are consid-

ered and homogeneous spaces generated by a homomorphism are constructed, its properties are studied, and 

examples are considered. 

Key words: group, subgroup, homomorphism, symmetry, homogeneous space. 

 

Введение 

Теория конечных групп представляет собой активно развивающийся раздел со-

временной алгебры. В этом направлении работали: О. Ю. Шмидт, В. Хупперт, Л. А. 

Шеметков, С. А. Чунихин, В. С. Монахов, А. А. Трофимук, Д. В. Грицук и др. В данной 

работе для конечной группы вводится понятие симметрии. Это понятие применяется 

для исследования структуры конечных групп. 
 

1. Определение симметрии конечной группы и ее свойства 

Рассмотрим произвольную конечную группу G. 

Определение 1. Симметрией группы G  относительно элемента 0x  этой группы 

будем называть преобразование
0xS , определенное формулой: 

 

0

1

0 0: : .xS G G y x y x   
 

Рассмотрим свойства симметрии. 

Теорема 1. Симметрия 
0xS  является биекцией для любого 0x G . 

Доказательство. 
0xS  инъективно, т. к. если 

1 1 1 1

0 0 0 0x y x x z x y z      

y z  . 

0xS  cюръективно, т. к. если z G , то y  такое, что: 
1

0 0x y x z  , то 
1 1 1

0 0 ,y x zx    

1

0 0y x z x . 
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Таким образом 
0xS  − биекция. 

Теорема 2. Симметрия 
0xS  является инволютивным преобразованием, 

т. е. 
0

2

хS Id . 

Доказательство. Действительно, 

0 0 0

1 1 1

0 0 0 0 0 0( ( )) ( ) .x x xS S y S x y x x x yx x y      Ч. т. д. 

Теорема 3. Преобразование, обратное к симметрии, является симметрией. 

Доказательство. Действительно, пусть 
0

1

0 0( )xz S y x y x  , тогда 
1 1 1

0 0y x zx    

и 
0

1

0 0 ( ).xy x z x S z   Ч. т. д. 

Теорема 4. Пусть :f G G  − гомоморфизм и 
0

1

0 0 0, ( )xx G S y x y x   − симмет-

рия относительно 0x  группы G . Пусть элементы y и z − симметричны, т. е. 
1

0 0.z x y x  

Тогда элементы ( )f y и ( )f z  будут симметричны относительно 0( )f x  в группе G . 

Доказательство. 

0

1 1 1

0 0 0 0 0 0 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )).f xf z f x y x f x f y f x f x f y f x S f y       Ч. т. д. 

Следствие. При любом автоморфизме f группы G элементы симметричные от-

носительно точки 0x  переходят в элемент симметричный относительно точки 0( ).f x
 

Это же касается группы nS  (в частности 4S ). Следовательно, симметрия элемен-

тов сохраняется при всех автоморфизмах группы. 

Теорема 5. Композиция двух симметрий не является симметрией.  

Доказательство. 

0 0

1 1

0 0 0 0( ) , ( ) ,x pz S y x y x w S z p z p      тогда 
0 0

1 1

0 0 0 0( ( )) ( )p pw S S y p x y x p     

1 1

0 0 0 0p x yx p   – не симметрия. Ч. т. д. 

Определение 2. Элемент   группы G ,будем называть инволютивным, если 
2 .a   

Теорема 6. При всякой симметрии относительно инволютивного элемента груп-

пы G  любая ее подгруппа преобразуется в подгруппу.  

Доказательство. Пусть группа H – подгруппа группы G , 0x  – инволютивный 

элемент этой группы. Пусть , .y z H  Рассмотрим 
0

1 1 1

0 0 0 0( ) ( )xS yz x yz x x z y x      

0 0 0

1 1

0 0 0 0 ( ) ( ) ( ),x x xx z x x y x S z S y S H      т. к. .yz H  Таким образом, во множестве 

0
( )xS H  определена композиция. Эта композиция ассоциативна.  

Действительно: 

0 0 0 0 0 0
(( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )).x x x x x xS yz w S w S yz S w S z S y      С другой стороны, 

0 0 0 0 0 0
( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ).x x x x x xS y zw S zw S y S w S z S y      Поскольку ( ) ( ),yz w y zw  то компо-

зиция в 
0
( )xS H ассоциативна. 

Докажем, что во множестве 
0
( )xS H  для любого элемента существует обратный. 

Действительно, пусть 
0

1

0 0( )xS y x y x  – произвольный элемент из 
0
( )xS H . Тогда  

0

1

0 0( ) .xS y x yx   Перемножая 
0
( )xS y  и 

0

1( ),xS y
 получим: 

0 0

1( ) ( )x xS y S y   

1

0 0 0 0 0 0 .x y x x yx x x     Таким образом, 
0 0

1 1( ) ( ) .x xS y S y   

Докажем далее, что во множестве 
0
( )xS H  существует единица – это элемент 
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0

1 2

0 0 0( ) .xS x x x      
 

Таким образом, 
0
( )xS H  образует группу. Ч. т. д. 

Множество всех симметрий не образует группу, т. к. композиция симметрий от-

носительно разных центров не является симметрией. Однако если рассмотреть множе-

ство всех симметрий данной группы и всех их композиций, то такая совокупность пре-

образований будет образовывать группу.  

Группа 4S  – это множество всех перестановок степени 4 с операцией умножения 

перестановок. Эта группа является конечной группой порядка 4! = 24. Все элементы 

этой группы, используя символику циклов, можно записать в виде:  , (12), (13), (14), 

(23), (24), (34), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), 

(14)(23), (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432) [1, с. 17], обозначая элементы со-

ответственно буквами с индексами: 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 1 4 5 6 7 8 1 2 3 1 2, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,A A A A A A B B B B B B B B B C C C D D  

3 4 5 6, , , .D D D D
 Операцию умножения элементов этой группы можно задать в виде таблицы. 

Ниже приводятся примеры вычисления симметрий группы 4S  для различных 

элементов. 

( ) ,S    (234) (243),S   (132) (123),S   (12)(34) (12)(34),S   (123) (132),S   

(14)(23) (14)(23),S   (243) (243),S   (143) (134),S  (142) (124),S   (134) (143),S   

(13)(24) (13)(24),S   (124) (142),S   (1234) (1432),S   (1243) (1342),S   

(1324) (1423),S   (1342) (1243),S   (1423) (1324),S   (1432) (1234),S   (12) (12),S   

(13) (13),S   (14) (14),S   (23) (23),S   (24) (24),S   (34) (34).S   

(234) ( ) (243),S    (234) (234) (234),S   (234) (132) (132),S   (234) (12)(34) (134),S   

(234) (123) (14)(32),S   (234) (14)(23) (123),S   (234) (243) ,S   (234) (143) (143),S   

(234) (142) (13)(24),S   (234) (134) (12)(34),S   (234) (13)(24) (142),S   (234) (124) (124),S   

(234) (1234) (1234),S   (234) (1243) (14),S   (234) (1324) (12),S   (234) (1342) (1342),S   

(234) (1423) (1423),S   (234) (1432) (13),S   (234) (12) (1324),S   (234) (13) (1432),S   

(234) (14) (1243),S   (234) (23) (23),S   (234) (24) (24),S   (234) (34) (34).S   

Аналогично вычисляются образы элементов группы 4S , полученные при осталь-

ных симметриях. 

Перечислим все подгруппы группы 4S :  

1)                  1 2 3 4 5 6, 12 , , 13 , , 14 , , 23 , , 24 , , 34 ,F F F F F F          

            7 8 9, 12 34 , , 13 24 , , 14 23 .F F F      

2)                    1 2 3 4, 123 , 132 , , 124 , 142 , , 134 , 143 , , 234 , 243 .G G G G      

                 1 2, 12 34 , 13 24 , 14 23 , , 12 34 , 12 , 34 ,K K  

                       3 4 5, 13 24 , 13 , 24 , , 14 23 , 14 , 23 , , 1234 , 1432 , 13 24 ,K K K    

               6 7, 1243 , 1342 , 14 23 , , 1324 , 1423 , 12 34 .K K    

3)                      1 2

3 3, 12 , 13 , 23 , 123 , 132 , , 124 , 142 , 12 , 14 , 24 ,S S  

                     3 4

3 3, 134 , 143 , 13 , 14 , 34 , , 234 , 243 , 23 , 24 , 34 .S S    
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Таблица умножения элементов группы S4
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1)                  1 , 12 34 , 13 24 , 14 23 , 12 , 34 , 1324 , 1423 ,H 

                 2 , 12 34 , 13 24 , 14 23 , 14 , 23 , 1243 , 1342 ,H   

                 3 , 12 34 , 13 24 , 14 23 , 13 , 24 , 1234 , 1432 .H   

2)                          1 , 12 34 , 13 24 , 14 23 , 123 , 142 , 134 , 243 , 132 , 124 , 143 , 234 .A   

На основании теоремы 6 при симметрии относительно инволютивного центра 

каждая подгруппа группы 4S  переходит в подгруппу.  

Определение 3. Зеркалом для симметрии  0S x  будем называть множество всех 

элементов группы, которые переходят в себя при данной симметрии, т. е. множество 

всех неподвижных элементов для этой симметрии. Зеркало будем обозначать  0Z x . 

Существует в 4S  10 инволютивных элементов:  , (12), (13), (14), (23), (24), (34), 

(12)(34), (13)(24), (14)(23). Рассмотрим симметрии относительно этих элементов 

и найдем образы всех подгрупп при этих симметриях. 

Рассмотрим симметрию (12)S . Знак 


соответствует точечно неподвижной под-

группе. При этом подгруппы группы 4S  преобразуются следующим образом: 

1) 1 1 2 4 3 5 4 2, , , ,F F F F F F F F


   
5 3 6 6, ,F F F F



 

7 7 8 9 9 8, , .F F F F F F


    

2) 1 1 2 2 3 4 4 3, , , .G G G G G G G G
 

     

3) 1 1 2 2 3 4 4 3 5 6 6 5 7 7, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
 

        

4) 
1 1 2 2 3 4 4 3

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 1 2 3 3 2, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A (12) 1 6 7 1 2 2 7{ , , , , , , }Z F F F G G K K . 

Рассмотрим симметрию (13)S : 

1) 1 4 2 2 3 6 4 1 5 5 6 3 7 9, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
 

      

 8 8 9 7, .F F F F


   

2) 1 1 2 4 3 3 4 2, , , .G G G G G G G G
 

     

3) 1 1 2 4 3 3 4 2 5 5 6 7 7 6, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
 

      

1 1 2 4 3 3 4 2

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

4) 1 2 2 1 3 3, , .H H H H H H    

5) 1 1.A A  

(13) 2 5 8 1 3 3 5{ , , , , , , }Z F F F G G K K . 

 

Рассмотрим симметрию (14)S : 
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1) 1 5 2 6 3 3 4 4 5 1 6 2 7 8, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
 

      

 8 7 9 9, .F F F F


   

2) 1 4 2 2 3 3 4 1, , , .G G G G G G G G
 

     

3) 1 1 2 3 3 2 4 4 5 7 6 6 7 5, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
 

      
 

4) 1 4 2 2 3 3 4 1

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 3 2 2 3 1, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A  

(14) 3 4 9 2 3 4 6{ , , , , , , }Z F F F G G K K . 

Рассмотрим симметрию (23)S : 

1) 1 2 2 1 3 3 4 4 5 6 6 5 7 8, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
 

      

 8 7 9 9, .F F F F


   

2) 1 1 2 3 3 2 4 4, , , .G G G G G G G G
 

     

3) 1 1 2 3 3 2 4 4 5 7 6 6 7 5, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
 

      
 

4) 
1 1 2 3 3 2 4 4

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 3 2 2 3 1, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A  

(23) 3 4 9 1 4 4 6{ , , , , , , }Z F F F G G K K . 

Рассмотрим симметрию (24)S : 

1) 1 3 2 2 3 1 4 6 5 5 6 4 7 9, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
 

      

 8 8 9 7, .F F F F


   

2) 1 3 2 2 3 1 4 4, , , .G G G G G G G G
 

     

3) 1 1 2 4 3 3 4 2 5 5 6 7 7 6, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
 

      
 

4) 
1 3 2 2 3 1 4 4

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 2 2 1 3 3, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A  

(24) 2 5 8 2 4 3 5{ , , , , , , }Z F F F G G K K . 

 

Рассмотрим симметрию (34)S : 

1) 1 3 2 2 3 1 4 6 5 5 6 4 7 9, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
 

      

 8 8 9 7, .F F F F


   
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2) 1 3 2 2 3 1 4 4, , , .G G G G G G G G
 

     

3) 1 1 2 4 3 3 4 2 5 5 6 7 7 6, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
 

        

4) 1 3 2 2 3 1 4 4

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 2 2 1 3 3, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A  

(34) 2 5 8 2 4 2 5{ , , , , , , }Z F F F G G K K . 

Рассмотрим симметрию ( )S  : 

1) 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7, , , , , , 7,F F F F F F F F F F F F F F
      

        

8 8 9 9, .F F F F
 

   

2) 1 1 2 2 3 3 4 4, , , .G G G G G G G G     

3) 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
   

      
 

4) 1 1 2 2 3 3 4 4

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 1 2 2 3 3, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A  

( ) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4{ , , , , , , , , , , , , }Z F F F F F F F F F K K K K  . 

Рассмотрим симметрию (12)(34)S : 

1) 1 1 2 5 3 4 4 3 5 2 6 6 7 7, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
  

      

 8 8 9 9, .F F F F
 

   

2) 1 2 2 1 3 4 4 3, , , .G G G G G G G G     

3) 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
   

      
 

4) 
1 2 2 1 3 4 4 3

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 1 2 2 3 3, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A  

(12)(34) 1 6 7 8 9 1 2 5 6{ , , , , , , , , }Z F F F F F K K K K . 
 

Рассмотрим симметрию (14)(23)S : 

1) 1 6 2 5 3 3 4 4 5 2 6 1 7 7, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
  

      

 8 8 9 9, .F F F F
 

   

2) 1 4 2 3 3 2 4 1, , , .G G G G G G G G     

3) 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
   

      
 

4) 
1 4 2 3 3 2 4 1

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 1 2 2 3 3, , .H H H H H H    
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6) 1 1.A A  

(14)(23) 3 4 7 8 9 1 4 5 7{ , , , , , , , , }Z F F F F F K K K K . 

Рассмотрим симметрию (13)(24)S : 

1) 1 6 2 2 3 4 4 3 5 5 6 1 7 7, , , , , , ,F F F F F F F F F F F F F F
  

        

8 8 9 9, .F F F F
 

   

2) 1 3 2 4 3 1 4 2, , , .G G G G G G G G     

3) 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7, , , , , , .K K K K K K K K K K K K K K
   

        

4) 1 3 2 4 3 1 4 2

3 3 3 3 3 3 3 3, , , .S S S S S S S S     

5) 1 1 2 2 3 3, , .H H H H H H    

6) 1 1.A A  

(13)(24) 2 5 7 8 9 1 3 6 7{ , , , , , , , , }Z F F F F F K K K K . 

 

2. G-пространства, порожденные гомоморфизмами конечных групп 

Определение 4. Пусть задана конечная группа G. 

Отображение 
 

GG:                       (1) 
 

называется гомоморфизмом группы G, если оно удовлетворяет условию: 
 

)()()( baab                    (2) 
 

для любых ., Gba   

Если   биекция, то это отображение называется автоморфизмом. 

Определение 5. Подмножество X  конечной группы G  называется (левым) G -

пространством, если GgXx  ,  сопоставляется элемент Xx' , обозначаемый 

gx  , такой что: 

1. xggxgg )()(
1212

 . 

2. .xex   

В этом случае говорят, что G  действует слева на X . 

Определение 6. G -пространство X называется однородным G -пространством, 

если Xxx  ',  найдется ,Gg  такое, что 'xxg  . 

Пусть задан гомоморфизм   конечной группы G . Рассмотрим множество 
 

}.|)({ 1 GaaaX           (3) 
 

Теорема 7. Множество X  является левым G -пространством. 

Доказательство. Пусть ,),( 1 Gbaax   тогда  
 

.))(()()( 1111 Xbabababaaab          (4) 
 

Докажем выполнение условий G -пространства. 
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  )())(()))((())(( 1111111 cbacbacbacbababacaabc   

1 1(( ) ) ( ) ( ),cba cba cb a a      ).()()( 1111   aaeaeaaae   
 

Теорема 7 доказана. 

Теорема 8.  -пространство )}({ 1 aaX   является однородным G -

пространством. Такое однородное пространство будем называть  -пространством. 

Доказательство. Пусть заданы два элемента G -пространства :X )( 1aa  

и ).( 1bb  Рассмотрим элемент .1 bac  Тогда 
 

1( )c a a 
1 1( ( ))ba a a     

1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( ) ( ).ba a a ba b a ab b b            
 

Теорема 8 доказана. 

Теорема 9.  -пространство X  содержит единицу группы. 

Доказательство. Рассмотрим элемент e , тогда 
 

 )( 1ee .)( 11 eeeee    
 

Теорема 9 доказана. 

Определение 7. Автоморфизм   группы G  называется инволютивным, если 

.2 Id  

В дальнейшем будем считать отображение   автоморфизмом. 

Теорема 10. Если автоморфизм   инволютивный, то  -пространство вместе 

с каждым своим элементом содержит ему обратный. Такое  -пространство будем 

называть симметрическим. 

Доказательство. Рассмотрим .)( 1 Xaa   Пусть ).(ba   Рассмотрим ему 

обратный элемент: 
 

  111111 )()())(( aaaaaa 
1( ( )) ( )b b    

2 1 1( ) ( ) ( ) .b b b b X       
 

Теорема 10 доказана. 

Возникает задача: для заданной конечной группы G  найти все автоморфизмы, 

все инволютивные автоморфизмы, все  -пространства, все симметрические простран-

ства. 

Пример 1. Пусть G  абелева группа. Тогда отображение 1:  aa  является 

автоморфизмом. Соответствующее пространство имеет вид }{)}({ 1 aaaa   

.Ga  
 

).()()()()()( 111 baabababab   
 

 

Свойство гомоморфизма выполняется. 
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Пример 2. Пусть G  – абелева группа порядка n  и m  – натуральное число, вза-

имно простое с n . Тогда отображение Gggg m  ,:   является автоморфизмом 

группы G [1, с. 61], т. к. 
 

....)( 21212121
mm

m

m gggggggg    

 

Автоморфизм   не является инволютивным, действительно 
 

.)()(
22 gggg mmm   

 

Найдем  -пространство, соответствующее автоморфизму .  
 

,......)()(

1

111111




 

mm

m ggggggggg  

}.|{}|...{ 1

1

11 GhhGgggX m

m

 





  

 

Пример 3. :: GG  ;1 aggaag  
 для некоторого .a  

 

)()()( 212
1

1
1

21
1

21 ggagaagaaggagg   
. 

 

Значит, условие автоморфизма выполняется. Найдем  -пространство .X  

Рассмотрим Gb  и возьмем некоторый фиксированный Ga , тогда произволь-

ный элемент  -пространства X  будет иметь вид: abbabb 111)(   . Таким обра-

зом,  -пространство X  состоит из элементов вида }{ 11 abba 
 ,Gb  которые 

представляют собой множество всех коммутаторов abbaba 11],[   в группе G .  

Теорема 11. Пусть X ‒  -пространство, причем  -инволютивный автоморфизм. 

Тогда вместе с каждым элементом  -пространство X содержит и обратный к нему. 

Доказательство. Рассмотрим элемент 
1( )a a X   . К нему обратный будет 

элемент 
1 1 1 1 1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )a a a a a a a a b b X                  , где ( )b a . 

Ч. т. д. 

Теорема 12. Пусть X  ‒  -пространство и  ‒ произвольный автоморфизм 

группы .G  Тогда ( )X  ‒ также будет  -пространством, порожденным некоторым ав-

томорфизмом ' . 

Доказательство. Пусть 
1( ) .a a X    Рассмотрим 

1 1( ( )) ( ) ( ( )).a a a a       

Определим автоморфизм '  из условия ' .     Отсюда 
1'      и, следо-

вательно, 
1 1 1( ) ( ( )) ( ) '( ( )) '( ),a a a a b b           где ( )b a . То есть каждый эле-

мент 
1( ( ))a a  

 можно представить в виде 
1'( )b b 

 для некоторого автоморфизма '.  

Следовательно,  -пространство X  переводится в ' -пространство '.X  

Теорема 13. Пусть X  ‒ симметрическое  -пространство, 
0xS ‒ симметрия 

0 .x X  Тогда 
0
( ) .xS X X   
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Доказательство. Пусть 
1( ) ,a a X   1

0 ( ).x b b   
0

1( ( ))xS a a  

1 1

0 0( ( ))x a a x    1 1 1( ) ( ) ( )b b a a b b    
. 

Пусть 
1( ) ( )c b b a  , 

1 1 1( ) ( )c a b b    , 
1 1 1( ) ( )c a b b     и, следовательно, 

 
0

1 1( ) ( ) .xS a a с с X     Ч. т. д.  

Рассмотрим примеры  -пространства для группы 4.S  

Пусть инволютивный автоморфизм группы 4S  задается формулой 

: (12) (12).a a   Рассмотрим пространство 
1{ ( )}.X a a   

Рассматривая последовательно вместо a  все элементы группы 4S , получим, 

что  -пространство (12)X  состоит из элементов: 
 

(12) { ,(132),(123),(143),(134),(13)(24)}.X   
 

Аналогично получим: 
 

(13) { ,(132),(123),(143),(134),(13)(24)},X   

(14) { ,(143),(142),(134),(124),(14)(23)},X   

(23) { ,(123),(234),(213),(243),(23)(14)},X   

(24) { ,(124),(243),(142),(234),(24)(13)},X   

(34) { ,(134),(143),(234),(243),(12)(34)},X   

(12)(34) { ,(13)(24),(14)(23)},X   

(13)(24) { ,(12)(34),(14)(23)},X   

(14)(24) { ,(12)(34),(13)(24)},X   

( ) { }.X    

 

Заключение 

Введенное в работе понятие симметрии конечной группы позволяет получить 

новые характеристики подгрупп конечной группы, что, в свою очередь, позволит сде-

лать классификацию этих подгрупп. Вводится новое понятие  -пространства как под-

множества конечной группы, полученного с помощью автоморфизма   этой группы, и 

изучаются его свойства. 
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Рукапіс паступіў у рэдакцыю 13.04.2023 



Да ведама аўтараў 
 

Рэдкалегія часопіса разглядае рукапісы толькі тых артыкулаў, якія адпавядаюць навуковаму профілю выдання, 

нідзе не апублікаваныя і не перададзеныя ў іншыя рэдакцыі. 

Матэрыялы прадстаўляюцца на беларускай, рускай ці англійскай мове ў адным экзэмпляры аб’ѐмам ад 0,35 да 

0,5 друкаванага аркуша (не меней за 14 000 знакаў), у электронным варыянце – у фармаце Місrоsoft Word for  

Windows (*.dос, *.dосх ці *.rtf) і павінны быць аформлены ў адпаведнасці з наступнымі патрабаваннямі: 

 папера фармату А4 (21×29,7 см); 

 палі: зверху – 2,8 см, справа, знізу, злева – 2,5 см; 

 шрыфт – гарнітура Тіmеs New Roman; 

 кегль – 12 рt.; 

 міжрадковы інтэрвал – адзінарны; 

 двукоссе парнае «...»; 

 абзац: водступ першага радка 1,25 см; 

 выраўноўванне тэксту па шырыні. 

Максімальныя лінейныя памеры табліц і малюнкаў не павінны перавышаць 15×23 або 23×15 см. Усе графічныя 

аб’екты, якія ўваходзяць у склад аднаго малюнка, павінны быць згрупаваны паміж сабой. Усе малюнкі і фотаздымкі 

павінны быць толькі ў чорна-белым выкананні. Размернасць усіх велічынь, якія выкарыстоўваюцца ў тэксце, павінна 

адпавядаць Міжнароднай сістэме адзінак вымярэння (СВ). Пажадана пазбягаць скарачэнняў слоў, акрамя 

агульнапрынятых. Спіс літаратуры павінен быць аформлены паводле Узораў афармлення бібліяграфічнага апісання 

ў спісе крыніц, якія прыводзяцца ў дысертацыі і аўтарэфераце, зацверджаных загадам Вышэйшай атэстацыйнай 

камісіі Рэспублікі Беларусь ад 25.06.2014 № 159 (у рэдакцыі загада ад 08.09.2016 № 206). Спасылкі на крыніцы 

ў артыкуле нумаруюцца адпаведна парадку цытавання. Парадкавыя нумары спасылак падаюцца ў квадратных 

дужках ([1–4], [1; 3], [1, с. 32], [2, с. 52–54], [3, л. 5], [4, л. 6об.]). Не дапускаецца выкарыстанне канцавых зносак. 

Матэрыял уключае наступныя элементы па парадку: 

 індэкс УДК; 

 імя, імя па бацьку, прозвішча аўтара/аўтараў (аўтараў не болей, чым 5) на мове артыкула; 

 звесткі пра аўтара/аўтараў (навуковая ступень, званне, пасада, месца працы/вучобы) на мове артыкула; 

 імя, імя па бацьку, прозвішча аўтара/аўтараў на англійскай мове; 

 звесткі пра аўтара/аўтараў на англійскай мове; 

 е-mail аўтара/аўтараў; 

 назва артыкула на мове артыкула; 

 анатацыя ў аб’ѐме 100–150 слоў і ключавыя словы на мове артыкула (курсіў, кегль – 10 рt.); 

 назва артыкула на англійскай мове; 

 анатацыя і ключавыя словы на англійскай мове. 

Звесткі аб навуковым кіраўніку (для аспірантаў і саіскальнікаў) указваюцца на першай старонцы ўнізе. 

Асноўны тэкст структуруецца ў адпаведнасці з патрабаваннямі Вышэйшай атэстацыйнай камісіі Рэспублікі 

Беларусь да навуковых артыкулаў, якія друкуюцца ў выданнях, уключаных у Пералік навуковых выданняў 

Рэспублікі Беларусь для апублікавання вынікаў дысертацыйных даследаванняў: 

 Уводзіны (пастаноўка мэты і задач даследавання). 

 Асноўная частка (матэрыялы і метады даследавання; вынікі і іх абмеркаванне). 

 Заключэнне (фармулююцца асноўныя вынікі даследавання, указваецца іх навізна, магчымасці выкарыстання). 

 Спіс выкарыстанай літаратуры; спіс літаратуры павінен уключаць не больш за 20–22 крыніцы і абавязкова 

ўтрымліваць публікацыі, у тым ліку замежныя, па тэме даследавання за апошнія 10 гадоў. 

 References – спіс выкарыстанай літаратуры, які прадубліраваны лацінскім алфавітам (колькасць крыніц, 

прыведзеных у спісе і ў References, павінна супадаць). 

Да рукапісу артыкула абавязкова дадаюцца: 

 выпіска з пратакола пасяджэння кафедры, навуковай лабараторыі ці ўстановы адукацыі, дзе працуе 

(вучыцца) аўтар, завераная пячаткаю, з рэкамендацыяй артыкула да друку; 

 рэцэнзія знешняга ў адносінах да аўтара профільнага спецыяліста з вучонай ступенню, завераная пячаткаю; 

 экспертнае заключэнне (для аспірантаў і дактарантаў). 

Усе артыкулы абавязкова праходзяць «сляпое» рэцэнзаванне. Рукапісы, аформленыя не ў адпаведнасці з выкла-

дзенымі правіламі, рэдкалегія не разглядае і не вяртае. Аўтары нясуць адказнасць за змест прадстаўленага матэрыялу. 

Рукапіс артыкула і дакументы дасылаць на адрас: 224016, г. Брэст, бульвар Касманаўтаў, 21, рэдакцыя часопіса 

«Веснік Брэсцкага ўніверсітэта», электронны варыянт артыкула накіроўваць на е-mail: hightmath@brsu.by. 
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