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Следствие 2. Пусть F — формация всех p-разложимых групп. Тогда и только тогда
любая собственная подгруппа не p-разложимой группы G либо F-субнормальна, либо F-аб-
нормальна, когда G — разрешимая группа одного из следующих типов:
1) G = Gp � Gq, где Gq — циклическая подгруппа Картера группы G и максимальная

подгруппа из Gq нормальна в G, а Gp = GF.
2) G = Gp� � Gp, где Gp — циклическая подгруппа Картера группы G и максимальная

подгруппа из Gp нормальна в G, а Gp� = GF.
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Рассматриваются только конечные группы. Используемая терминология соответству-
ет [1]. Через N обозначается формация всех нильпотентных групп. Формация называется
наследственной, если она замкнута относительно подгрупп. Формация называется радикаль-
ной, если она является классом Фиттинга. GN — N-корадикал группы G — пересечение всех
нормальных подгрупп группы G, фактор-группа по которым нильпотентна; [A]B — полу-
прямое произведение нормальной подгруппы A и подгруппы B.
Пусть F — некоторый класс групп. Группа G называется минимальной не F-группой, если

G не принадлежит F, а каждая собственная подгруппа из G принадлежит F. Минимальные
не N-группы называют группами Шмидта и их свойства хорошо известны [2].
Естественно возникает задача изучения свойств группы, в которой классу F принадлежат

лишь некоторые собственные подгруппы, например, нормальные.
Доказана следующая теорема.
Теорема. Пусть F — некоторая наследственная радикальная формация. Если в разре-

шимой группе G, не принадлежащей F, каждая собственная нормальная подгруппа при-
надлежит F, то справедливы следующие утверждения:
1) GGp = G, где p = |G :M |, M — нормальная максимальная подгруппа G;
2) G/GN — циклическая p-группа;
3) G = GN < x >, где x ∈ Gp;
4) GN < xp >∈ F;
5) GN = G�.
Обратно, если разрешимая группа G удовлетворяет условиям 4)–5), то каждая соб-

ственная нормальная подгруппа группы G принадлежит F.
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При доказательстве используется следующая лемма, представляющая самостоятельный
интерес.
Лемма. Пусть F — некоторая наследственная формация. Если в разрешимой группе G

каждая собственная подгруппа, содержащая коммутант G�, принадлежит F, то каждая
собственная нормальная подгруппа группы G принадлежит F.
При F = N получаем обобщение групп Шмидта.
Следствие. Пусть M — нормальная максимальная подгруппа разрешимой ненильпо-

тентной группы G и |G : M | = p. Каждая собственная нормальная подгруппа группы G
нильпотентна тогда и только тогда, когда G = [GN] < x >, где < x > — силовская
p-подгруппа группы G и [GN] < xp > нильпотентна.
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Инкапсулированные (black-box) представления алгебраических структур помогают оце-
нить сложность алгоритмов, которые строятся безотносительно конкретного представления
элемента [1, 2, 3].
Практическая ценность инкапсулированных колец состоит в том, что они дают оценки на

сложность криптоанализа полностью гомоморфных криптосистем в атаке на основе шифр-
текстов [4, 5].
Определение 1. Инкапсулированное кольцо вычетов – это шестерка (n, k, h, F,G, T )

в которой n ∈ N – определяет количество элементов в кольце, k ∈ N – определяет длину
битового представления кодировки. Функции h, F,G, T определены следующим образом.

1. Функция h : {0, 1}k → Zn сопоставляет элемент из кольца каждой k-битной двоич-
ной строке. Функция h сюръективна, т. е. каждый элемент кольца представлен по
меньшей мере одной битовой строкой.

2. Функции F,G : {0, 1}k × {0, 1}k → {0, 1}k выполняют сложение и умножение. Они
удовлетворяют следующим соотношениям h(F (x, y)) = h(x) + h(y) и h(G(x, y)) =
h(x)h(y).

3. Функция T : {0, 1}k × {0, 1}k → {true, false} проверяет равенство двух инкапсулиро-
ванных элементов: T (x, y) = true тогда и только тогда, когда h(x) = h(y).

Определение 2. Пусть(n, k, h, F,G, T ) – инкапсулированное кольцо вычетов. Обозна-
чим отображение, сопоставляющее элементу x некоторое представление [x] как []. Про-
блема инкапсулированного кольца вычетов состоит в следующем: найти алгоритм
A который по данному n и оракулам F,G, T, [] и представлению α ∈ Zn находит α в явном
виде.


