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УДК 512.542

О РАЗРЕШИМОСТИ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ С ПОЛУНОРМАЛЬНЫМИ
ИЛИ СУБНОРМАЛЬНЫМИ ПОДГРУППАМИ ШМИДТА НЕКОТОРОЙ

ЕЕ МАКСИМАЛЬНОЙ ПОДГРУППЫ

Е.В. Зубей

Группой Шмидта называют конечную ненильпотентную группу, все собственные подгруппы кото-

рой нильпотентны. Группа с нильпотентной максимальной подгруппой, как известно, является разреши-

мой, если коммутант силовской 2-подгруппы из максимальной подгруппы содержится в центре силовской

2-подгруппы. Если максимальная подгруппа группы ненильпотентна, то в ней существует подгруппа

Шмидта. От свойств подгрупп Шмидта из максимальной подгруппы зависит строение самой группы, в

частности то, является ли она разрешимой. В данной работе устанавливается разрешимость конечной

группы при условии, что некоторые подгруппы Шмидта из максимальной подгруппы группы полунор-

мальны или субнормальны в группе.
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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Используемые обозначения и определения стан-
дартны, их можно найти в [1; 2].

Группа G с нильпотентной максимальной подгруппой M , как известно, является разреши-
мой, если коммутант силовской 2-подгруппы P из M содержится в центре подгруппы P [2,
IV.7.4]. В частности, группа с нильпотентной максимальной подгруппой нечетного порядка
разрешима [3]. Эти теоремы нашли отклик во многих работах (см., например, [4–8]).

Если максимальная подгруппа M группы G ненильпотентна, то в M существует подгруппа
Шмидта (ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпотентны). От
свойств подгрупп Шмидта из M зависит строение группы G, в частности то, является ли
группа G разрешимой.

Напомним, что подгруппа A группы G называется полунормальной в G, если существу-
ет подгруппа B в G такая, что G = AB и AX — собственная в G подгруппа для каждой
собственной подгруппы X из B. В этой ситуации подгруппу B называют супердобавлением

к подгруппе A в G. Группы с некоторыми полунормальными подгруппами исследовались в
работах многих авторов (см., например, литературу в [9; 10]). Группы с полунормальными
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подгруппами Шмидта изучены В.С.Монаховым и В.Н.Княгиной [11]. Рассматривались так-
же группы, в которых некоторые их силовские или максимальные подгруппы перестановочны
с некоторыми подгруппами Шмидта [12–15]. Группы с субнормальными подгруппами Шмидта
исследовались в [16–18].

В настоящей работе устанавливается разрешимость группы G при условии, что некоторые
подгруппы Шмидта из максимальной подгруппы M группы G полунормальны или субнор-
мальны в G. А именно доказываются следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть M — максимальная подгруппа конечной группы G и P — силовская

2-подгруппа из M . Предположим, что P ′ ≤ Z(P ) и M A4-свободна. Если каждая подгруппа

Шмидта из M полунормальна или субнормальна в G, то группа G разрешима.

Теорема 2. Пусть M — максимальная подгруппа нечетного индекса конечной группы G
и P — силовская 2-подгруппа из M . Предположим, что подгруппа M A4-свободна и каждая

подгруппа Шмидта четного порядка из M полунормальна или субнормальна в G. Если P ′ ≤
Z(P ) или NG(V ) ≤ M для каждой 2-подгруппы V из M, ненормальной в G, то G разрешима.

1. Используемые обозначения и результаты

Ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпотентны, называ-
ется группой Шмидта. Эти группы впервые рассматривались О.Ю.Шмидтом [19], который
доказал их бипримарность, нормальность в них одной силовской подгруппы и цикличность
другой. В работе [20] приведен обзор результатов о существовании подгрупп Шмидта в ко-
нечных группах и их некоторых приложениях в теории классов. Следуя [12; 15], условимся
называть S〈p,q〉-группой группу Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой и циклической
силовской q-подгруппой. Подгруппа, являющаяся S〈p,q〉-группой, называется S〈p,q〉-подгруппой.

Напомним, что AG = 〈Ag | g ∈ G〉 — подгруппа, порожденная всеми сопряженными с A
подгруппами группы G. Запись N ⊳ G означает, что N — нормальная подгруппа группы G.
Через G′, Z(G) обозначаются коммутант и центр группы G соответственно. Нормализатор
подгруппы A в группе G обозначается как NG(A). Полупрямое произведение нормальной в G
подгруппы A и подгруппы B записывается так: G = [A]B. Группа называется A4-свободной,
если в ней нет секций, изоморфных A4 — знакопеременной группе степени 4.

Лемма 1. (1) Каждая не p-нильпотентная группа G содержит S〈p,q〉-подгруппу для неко-

торого q ∈ π(G) [2, IV.5.4].
(2) Каждая не 2-замкнутая группа G содержит S〈q,2〉-подгруппу для некоторого q ∈ π(G)

[21, c. 34; 22, следствие 3.1.1].

Лемма 2 [2, теорема IV.7.4]. Пусть H — максимальная подгруппа группы G и P силов-

ская 2-подгруппа из H. Если H нильпотентна и P ′ ≤ Z(P ), то группа G разрешима.

Лемма 3 [5]. Пусть P — силовская 2-подгруппа группы G. Если P ′ ≤ Z(P ) и подгруппа P
является прямым множителем некоторой максимальной подгруппы группы G, то группа G
разрешима.

Напомним, что подгруппа U называется субнормальной подгруппой группы G, если суще-
ствуют подгруппы U0, U1, · · · , Us такие, что U = U0 ⊳ U1 ⊳ · · · ⊳ Us−1 ⊳ Us = G.

Лемма 4. Пусть U — субнормальная подгруппа группы G. Тогда

(1) если V ≤ G, то V ∩ U субнормальна в V [1, лемма 2.41];
(2) если N ⊳G, то подгруппа UN/N субнормальна в G [1, лемма 2.41];
(3) если {Ui | i ∈ I} — некоторое множество субнормальных подгрупп группы G, то

подгруппа U = 〈Ui | i ∈ I〉 субнормальна в G [1, теорема 2.43].
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Лемма 5. Если S — субнормальная S〈p,q〉-подгруппа группы G, то подгруппа SG является

p-замкнутой {p, q}-подгруппой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть π = {p, q}. По [23, следствие 7.7.2(1)] S ≤ Oπ(G). Поэто-
му SG является {p, q}-подгруппой. Так как S — q-нильпотентная подгруппа, то по [23, след-
ствие 7.7.2(3)] S ≤ Fq(G). Следовательно, SG ≤ Fq(G). Теперь SG ≤ Oπ(G) ∩ Fq(G). Поэтому
SG является p-замкнутой {p, q}-подгруппой.

Здесь Oπ(G) — наибольшая нормальная в G π-подгруппа, а Fq(G) — наибольшая нормаль-
ная в G q-нильпотентная подгруппа.

Лемма доказана.

Лемма 6. Если в группе G каждая 2-нильпотентная подгруппа Шмидта четного по-

рядка полунормальна или субнормальна, то G разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если в группе G нет 2-нильпотентных подгрупп Шмидта чет-
ного порядка, то G 2-замкнута по п. (2) леммы 1, а значит и разрешима. Пусть A — 2-ниль-
потентная подгруппа Шмидта. Если A полунормальна в G, то AG разрешима [11, теорема 1].
Если A субнормальна в G, то AG разрешима по лемме 5.

Пусть B = 〈AG | A — 2-нильпотентная подгруппа Шмидта〉. Тогда B разрешима и нормаль-
на в G. Если в фактор-группе G/B нет 2-нильпотентных подгрупп Шмидта четного порядка,
то G/B 2-замкнута по п. (2) леммы 1 и группа G разрешима.

Пусть K/B — S〈r,2〉-подгруппа в G/B для некоторого простого r и L — минимальное добав-
ление к подгруппе B в K. По [11, лемма 1] подгруппа L содержит S〈r,2〉-подгруппу A такую,

что AL = L. Так как K = LB = ALB ≤ AGB ≤ B, то получили противоречие.

Лемма доказана.

2. Признаки разрешимости группы с ограничением

на некоторые подгруппы Шмидта

Теорема 1. Пусть M — максимальная подгруппа конечной группы G и P — силовская

2-подгруппа из M . Предположим, что P ′ ≤ Z(P ) и M A4-свободна. Если каждая подгруппа

Шмидта из M полунормальна или субнормальна в G, то группа G разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если в M нет подгрупп Шмидта, то M нильпотентна и G раз-
решима по лемме 2. Поэтому M ненильпотентна и в ней есть подгруппы Шмидта. Пусть A —
подгруппа Шмидта из M . Предположим, что AG неразрешима. Тогда по лемме 5 подгруппа A
не субнормальна в G. По условию подгруппа A полунормальна в G. Тогда по [11, теорема 1]
A является 2-замкнутой {2, 3}-подгруппой Шмидта. По свойствам групп Шмидта [22, теоре-
ма 1.22] A/Z(A) ≃ A4 и подгруппа M не A4-свободна; противоречие. Поэтому предположение
неверно и AG разрешима. Так как A — произвольная подгруппа Шмидта из M , то подгруппа
B = 〈AG | A — подгруппа Шмидта из M〉 нормальна в G и разрешима.

Предположим, что MB/B ненильпотентна. Так как MB/B ≃ M/M ∩ B, то M/M ∩ B
ненильпотентна. Пусть S/M ∩ B — подгруппа Шмидта из M/M ∩ B и L — минимальное
добавление к подгруппе M ∩B в S. По [11, лемма 1] подгруппа L содержит подгруппу Шмид-
та [R]Q такую, что Q не содержится в M ∩ B. Так как [R]Q ≤ L ≤ S ≤ M , то [R]Q ≤ B
по построению подгруппы B. Следовательно, [R]Q ≤ M ∩ B, Q ≤ B; противоречие. Поэтому
допущение неверно и MB/B нильпотентна.

Поскольку M — максимальная в G подгруппа, то либо MB/B = G/B, либо B ≤ M и
M/B — максимальная подгруппа группы G/B. Если MB/B = G/B, то G/B нильпотентна, а
поскольку B разрешима, то G разрешима.



58 Е.В. Зубей

Пусть B ≤ M и M/B — максимальная подгруппа группы G/B. Так как PB/B — силовская
2-подгруппа в M/B и

(PB/B)′ = P ′B/B ≤ Z(P )B/B ≤ Z(PB/B),

то G/B разрешима по лемме 2. Поэтому G разрешима.
Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть M — максимальная подгруппа группы G и порядок M нечетен. Ес-

ли каждая подгруппа Шмидта из M полунормальна или субнормальна в G, то G разрешима.

П р и м е р 1. Условие “максимальная подгруппа A4-свободна” в теореме 1 не является
лишним. Примером служит группа G = PSL(2, 5). В этой группе подгруппа Шмидта S, изо-
морфная группе A4, имеет индекс 5. Поэтому она является максимальной и полунормальной.
В подгруппе S силовская 2-подгруппа P абелева, поэтому P ′ ≤ Z(P ).

П р и м е р 2. Условие “P ′ ≤ Z(P )” не является лишним. Примером служит группа
G = PSL(2, 17). В этой группе силовская 2-подгруппа P , изоморфная диэдральной подгруппе
порядка 16, является максимальной и A4-свободной. Но P ′ ≤ Z(P ).

Теорема 2. Пусть M — максимальная подгруппа нечетного индекса конечной группы G
и P — силовская 2-подгруппа из M . Предположим, что подгруппа M A4-свободна и каждая

подгруппа Шмидта четного порядка из M полунормальна или субнормальна в G. Если P ′ ≤
Z(P ) или NG(V ) ≤ M для каждой 2-подгруппы V из M , ненормальной в G, то G разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся индукцией по порядку группы G. Если в M
нет подгрупп Шмидта четного порядка, то M 2-разложима по лемме 1. Если P ′ ≤ Z(P ),
то по лемме 3 группа G разрешима; если NG(V ) ≤ M для каждой 2-подгруппы V из M ,
ненормальной в G, то G разрешима [7, теорема 1]. Следовательно, в M существуют подгруппы
Шмидта четного порядка.

Пусть A — подгруппа Шмидта четного порядка из M . Предположим, что AG неразрешима.
Тогда по лемме 5 подгруппа A не субнормальна в G. По условию подгруппа A полунормальна
в G. Тогда по [11, теорема 1] A является 2-замкнутой {2, 3}-подгруппой Шмидта. По свойствам
групп Шмидта [22, теорема 1.22] A/Z(A) ≃ A4 и подгруппа M не A4-свободна; противоречие.
Поэтому предположение неверно и AG разрешима.

Предположим, что AG ≤ M для некоторой подгруппы Шмидта A четного порядка из M .
Тогда фактор-группа G/AG содержит максимальную подгруппу M/AG и индекс M/AG в груп-
пе G/AG нечетен. Ясно, что подгруппа M/AG A4-свободна. Пусть T/AG — подгруппа Шмидта
четного порядка из M/AG и L — минимальное добавление к AG в T , т. е. T = LAG. По
[11, лемма 1] подгруппа L содержит подгруппу Шмидта [R]Q четного порядка такую, что Q
не содержится в AG и L = ([R]Q)L = QL. Так как

[R]Q ≤ L ≤ T ≤ M,

то [R]Q полунормальна или субнормальна в G по условию теоремы. Если подгруппа [R]Q
полунормальна в G, то по [11, лемма 5] подгруппа L полунормальна в G и по [11, лемма 2]
подгруппа LAG/AG = T/AG полунормальна в G/AG. Если подгруппа [R]Q субнормальна в G,
то по п. (3) леммы 4 L субнормальна в G и по п. (2) леммы 4 подгруппа LAG/AG = T/AG

субнормальна в G/AG.
Так как P — силовская 2-подгруппа из M , то подгруппа PAG/AG является силовской

2-подгруппой в M/AG. Если P ′ ≤ Z(P ), то

(PAG/AG)′ = P ′AG/AG ≤ Z(P )AG/AG ≤ Z(PAG/AG).

Пусть NG(V ) ≤ M для каждой 2-подгруппы V из M , ненормальной в G, и U/AG — 2-под-
группа в M/AG, ненормальная в G/AG. Тогда U = U2A

G, где U2 — силовская 2-подгруппа
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в U . Рассмотрим элемент xAG ∈ NG/AG(U/AG). Так как (U/AG)xA
G

= U/AG, то U = Ux. По
теореме Силова Ux

2
= Uu

2
для u ∈ U . Получаем, что

Ux = Ux
2A

G = Uu
2 A

G = U.

Итак,
NG/AG(U/AG) = NG(U)AG/AG ≤ M/AG.

Таким образом, для фактор-группы G/AG и ее максимальной подгруппы M/AG все условия
доказываемой теоремы выполняются. Так как AG 6= 1, то по индукции фактор-группа G/AG

разрешима, поэтому G разрешима.
Наконец, рассмотрим случай, когда AG 
 M для каждой подгруппы Шмидта A четного

порядка из M . Ясно, что MAG = G. Из [11, лемма 2] и леммы 4 следует, что каждая под-
группа Шмидта четного порядка из M полунормальна или субнормальна в M . По лемме 6
подгруппа M разрешима, поэтому группа G разрешима.

Теорема доказана.
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