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Группой  Шмидта называется конечная ненильпотентная группа, все собственные подгруппы которой нильпотентны. 
В работе  устанавливаются неабелевы композиционные факторы группы, у которой некоторая силовская подгруппа 
перестановочна с подгруппами Шмидта нечетного порядка. 
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A finite non-nilpotent group G is called a Schmidt group if every proper subgroup of G is nilpotent. In this paper the non-
abelian composition factors of a group in which a Sylow subgroup is permutable with Schmidt  subgroups  of  odd  order  is  
determined.  
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Группой Шмидта называют ненильпотентную 
группу, все собственные подгруппы которой ниль-
потентны. Добавлением к подгруппе A в группе 
G называется подгруппа B такая, что G AB    

Хорошо известно [1], что 2-нильпотентная 
группа Шмидта четного порядка сверхразреши-
ма, а 2-замкнутая – несверхразрешима. Если в 
группе нет подгрупп Шмидта четного порядка, 
то группа 2-разложима, см. [2, теоремы 2.1, 2.4], 
поэтому разрешима.  

Для групп Шмидта нечетного порядка ана-
логичные утверждения не выполняются. Напри-
мер, любая {3 5} -группа Шмидта, как 3-нильпо-

тентная, так и 3-замкнутая, несверхразрешима. 
Если в группе отсутствуют подгруппы Шмидта 
нечетного порядка, то группа может быть нераз-
решимой. В.Н. Тютянов, П.В. Бычков [3] устано-
вили, что неабелевы композиционные факторы 
группы, у которой нет подгрупп Шмидта нечет-
ного порядка, принадлежат множеству  
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Группы, у которых силовская подгруппа 

перестановочна с некоторыми подгруппами 
Шмидта, исследовались в работах [4]–[7]. В ра-
боте [6] установлена r-разрешимость группы G 
для 7r    у которой силовская r-подгруппа R  
перестановочна со всеми подгруппами Шмидта 

из некоторого добавления к R  в G  Для 7r   
перечислены все неабелевы композиционные 
факторы такой группы. В  работе  [7]  доказана  
r-разрешимость группы G при условии, что не-
четное r не является числом Ферма и силовская 
r-подгруппа R перестановочна с 2-нильпотент-
ными (или 2-замкнутыми) подгруппами Шмидта 
четного порядка из некоторого добавления к R в G.  

Вполне естественно изучить группы, у ко-
торых силовская подгруппа перестановочна с 
подгруппами Шмидта нечетного порядка. Дока-
зана следующая  

Теорема. Если некоторая силовская p-под-
группа группы G перестановочна со всеми под-
группами Шмидта нечетного порядка из G, то 
неабелевы композиционные факторы группы G изо-
морфны (2 7)PSL   или группам из множества    
 

1 Вспомогательные результаты  
Используемые обозначения и определения 

стандартны, их можно найти в [8], [9].  
Запись [ ]A B  означает полупрямое произве-

дение нормальной подгруппы A и подгруппы B. 
Через GH  обозначается наименьшая нормальная 
в G подгруппа, содержащая подгруппу H. Следуя 
[7], условимся называть p qS   -группой группу 

Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой и 
циклической силовской q-подгруппой.  

Лемма 1.1 [3, следствие 2.1]. Пусть G – 
группа без подгрупп Шмидта нечетного поряд-
ка. Тогда простые неабелевы композиционные 
факторы группы G принадлежат множеству   
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Лемма 1.2 [5]. Если простая группа G явля-
ется произведением p-подгруппы P и подгруппы 
Шмидта S, то справедливо одно из следующих 
утверждений:  
(1) 2p    8 7 3(2 7) [ ]G PSL P D S Z Z       
(2) 3p    39 72

(2 8) [ ]G SL P Z S E Z       
(3) 5p   5(2 5)G PSL P Z    24 32

[ ]S A E Z    
Здесь через tm m p

D Z E   обозначаются диэд-

ральная, циклическая группы порядка m  и эле-

ментарная абелева группа порядка tp  соответст-

венно. Знакопеременная группа степени n  обо-
значается через nA    

Лемма 1.3 [5, лемма 3]. Если K и D – под-
группы группы G, подгруппа D нормальна в K и 
K D  – p qS   -подгруппа, то минимальное до-

бавление L к подгруппе D в K обладает следую-
щими свойствами:  

(1) L – p-замкнутая { }p q -подгруппа;  

(2) все собственные нормальные подгруппы 
в L нильпотентны;  

(3) L содержит p qS   -подгруппу [ ]P Q  та-

кую, что Q не содержится в D и ([ ] )L LL P Q Q    
Лемма 1.4 [10, лемма 4]. Пусть подгруппа A 

группы G перестановочна с подгруппами 

1 2 nB B … B     Тогда A перестановочна с подгруп-

пой 1 2 nB B … B      порожденной ими.  

Лемма 1.5 [9]. Пусть A и B – подгруппы 
группы G такие, что G AB  и g gAB B A  для 

всех g G   Тогда либо GA G   либо GB G    
Лемма 1.6. Если некоторая силовская p-под-

группа P группы G перестановочна с каждой 
подгруппой Шмидта S из некоторого добавления 
B в G. Тогда P перестановочна с подгруппой gS  
для любого g G    

Доказательство. По условию леммы 
G PB  и S B   Пусть g ba  – произвольный 

элемент из группы G  где b B a P     Так как 
bS B   то b bPS S P  и  

( )g ba b aPS PS PS    

( )b a ba gS P S P S P                          

 
2 Доказательство теоремы 
Обозначим силовскую p-подгруппу группы 

G из условия теоремы через P. Предположим, 
что теорема неверна и группа G – контрпример 
минимального порядка. Пусть в G нет подгрупп  
Шмидта нечетного порядка. Тогда группа G 
удовлетворяет условию теоремы и по лемме 1.1 
её неабелевы композиционные факторы принад-
лежат множеству   Противоречие.  

Значит, в группе G существует хотя бы одна 
подгруппа Шмидта нечетного порядка. Пусть N – 
собственная неединичная нормальная подгруппа 

группы G  Тогда PN N  – силовская p-под-
группа группы G N   Если в G N  нет подгрупп 
Шмидта нечетного порядка, то G N  удовлетво-
ряет условию теоремы. Пусть K N  – произ-
вольная подгруппа Шмидта нечетного порядка 
из G N  и L – минимальное добавление к под-
группе N в K. По лемме 1.3 L содержит подгруп-
пу Шмидта S нечетного порядка и ( )LL S   По 

условию P перестановочна с подгруппой S и 
подгруппой Шмидта нечетного порядка lS  для 
любого l L   Значит, P перестановочна с 

LS L  по лемме 1.4 и поэтому PN N  переста-
новочна с LN N K N     Таким образом, все 
условия теоремы наследуют фактор-группы 
G N   По индукции неабелевы композиционные 
факторы группы G N  принадлежат списку про-
стых групп из заключения теоремы.  

Предположим, что в N нет подгрупп Шмид-
та нечетного порядка. Тогда по лемме 1.1 неабе-
левы композиционные факторы группы N при-
надлежат множеству   противоречие с выбо-

ром группы G  Поэтому пусть 1S  – произволь-

ная подгруппа Шмидта нечетного порядка из N   
Тогда по условию 1 1PS S P   Так как 1N PS   

1 1 1( )N P S PS     где 1P  – силовская p-под-

группа из N, то по индукции неабелевы компози-
ционные факторы группы N изоморфны 

(2 7)PSL   или группам из множества   Опять 

противоречие с выбором группы G. 
В дальнейшем считаем, что G – простая 

группа. Пусть T – произвольная подгруппа 
Шмидта нечетного порядка. Предположим, что 
PT G   Тогда P перестановочна с подгруппой 

gT  для любого g G  и GP G   либо GT G  

по лемме 1.5. Противоречие. Поэтому PT G   По 
лемме 1.2 возможны только следующие варианты: 
1) 2p    8 7 3(2 7) [ ]G PSL P D S Z Z        

2) 3p    39 72
(2 8) [ ]G SL P Z S E Z        

3) 5p    25 4 32
(2 5) [ ]G PSL P Z S A E Z        

Как видно из факторизаций, только группа 
(2 7)PSL   представима в виде произведения си-

ловской подгруппы и подгруппы Шмидта нечет-
ного порядка. Поэтому (2 7)G PSL    Противо-

речие.                
Следствие 2.1.1. Пусть G – группа, у кото-

рой нет композиционных факторов из множе-
ства   Если 2p   и силовская p-подгруппа 

группы G перестановочна со всеми подгруппами 
Шмидта нечетного порядка, то G разрешима.  

Доказательство.  Обозначим  силовскую  
p-подгруппу группы G из условия следствия че-
рез P. Применим индукцию по порядку группы 
G. Из теоремы и леммы 1.1 следует, что в группе 
G существует хотя бы одна подгруппа Шмидта 
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нечетного порядка и в G все неабелевы компози-
ционные факторы изоморфны (2 7)PSL    Пусть N – 

собственная неединичная нормальная в G под-
группа. Из доказательства теоремы видно, что 
условия следствия наследуют все фактор-группы 
и собственные нормальные подгруппы. Тогда по 
индукции фактор-группа G N  и подгруппа N 
разрешимы. Значит, G разрешима.  

Таким образом, в группе G нет собственных 
нормальных подгрупп и G – простая группа, изо-
морфная (2 7)PSL    Группа G является произве-

дением p-подгруппы P и подгруппы Шмидта не-
четного порядка по лемме 1.5. Однако, из леммы 
1.2 следует, что 2p    Противоречие с условием.   

Следствие 2.1.2. Пусть в группе G сущест-
вует 2 -холлова подгруппа B. Если некоторая 
силовская 2-подгруппа P группы G перестано-
вочна со всеми подгруппами Шмидта из B, то G 
либо разрешима, либо неабелевы композицион-
ные факторы группы G изоморфны (2 7)PSL     

Доказательство. Если в группе B нет под-
групп Шмидта, то B нильпотентна. Тогда по тео-
реме Виландта–Кегеля группа G PB  разреши-
ма. Поэтому в дальнейшем считаем, что под-
группа B ненильпотентна.  

Применим индукцию по порядку группы G. 
Пусть N – собственная неединичная нормальная 
подгруппа группы G. Тогда PN N  – силовская 
2-подгруппа группы G N  и в группе G N  су-
ществует 2 -холлова подгруппа BN N   Если в 
BN N  нет подгрупп Шмидта, то G N  удовле-
творяет условиям следствия. Пусть K N  – под-
группа Шмидта из BN N   По тождеству Деде-
кинда ( )K K BN K B N     и K B  – до-

бавление к подгруппе N в K. Пусть L K B   – 
минимальное добавление к подгруппе N в K. По 
лемме 1.3 L содержит подгруппу Шмидта S не-
четного порядка и ( )LL S   Так как S L B    
то по условию P перестановочна с подгруппой S. 
Тогда P перестановочна с подгруппой gS  для 
любого g G  по лемме 1.6. По лемме 1.4 P пе-

рестановочна с LS L   Поэтому PN N  пере-
становочна с LN N K N     Таким образом, все 
условия следствия наследуют фактор-группы 
G N   По индукции G N  либо разрешима, ли-
бо неабелевы композиционные факторы группы 
G N  изоморфны (2 7)PSL     

Так как N – нормальная подгруппа группы 
G, G PB  и ( ) 1P B      то по [11] N   

( )( )N P N B     где  1P N P   – силовская  

2-подгруппа подгруппы N, а 1B N B   – 2 -хол-

лова подгруппа в N. Если в 1B  нет подгрупп 

Шмидта, то 1B  нильпотентна и по теореме Ви-

ландта – Кегеля  группа N разрешима. Будем 
считать, что в 1B  есть подгруппы Шмидта. Из 

доказательства теоремы следует, что силовская 
2-подгруппа 1P  группы N перестановочна со 

всеми подгруппами Шмидта из 1B   По индукции 

либо N разрешима, либо неабелевы композици-
онные факторы группы N изоморфны (2 7)PSL    
Тогда группа G удовлетворяет заключению след-
ствия.  

В дальнейшем считаем, что G – простая 
группа. Пусть T – произвольная подгруппа 
Шмидта из B. Предположим, что PT G   Тогда 

по лемме 1.6 P перестановочна с подгруппой gT  
для любого g G  и GP G   либо GT G  по 

лемме 1.5. Противоречие. Поэтому PT G   По 
лемме 1.2 (2 7)G PSL                                            
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