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ВВЕДЕНИЕ

Согласно существующим представлениям, в нейтронных звездах
(пульсарах) плотность вещества может превышать ядерную. При плотно-
стях, меньших ядерной и характерных для оболочек нейтронных звезд и
недр белых карликов, должны быть условия для реализации электронно-
ядерной (Ае), электронно-нейтронно-ядерной (Aen) или электронно-
нуклонной (enр) фаз вещества. В любой из перечисленных фаз одним из
компонентов вещества является газ свободных электронов, который при
плотностях r > 106 г/см3 релятивистский; при этом температура его выро-
ждения превышает 1010 K, что значительно больше предполагаемых тем-
ператур в недрах указанных астрофизических объектов. В веществе, нахо-
дящемся в Aen-  и enp-фазах, имеются также свободные нерелятивистские
нейтроны, а в enp-фазе еще и свободные нерелятивистские протоны.

Многие астрофизические модели и оценочные расчеты основаны на
использовании приближений идеальных ферми- и бозе-газов для компо-
нентов вещества, входящего в состав исследуемых и моделируемых астро-
физических объектов. При решении задач, связанных с применением раз-
нообразных уравнений состояния вещества, необходимо знание аналити-
ческих выражений (в ряде случаев хотя бы приближенных) для термоди-
намических характеристик ферми- и бозе-газов.

Теоретически обоснованная и подтвержденная наблюдательными
данными (по крайней мере, косвенными) возможность существования в
сверхплотных звездах весьма сильных магнитных полей делает актуальной
задачу об учете их влияния на физические свойства сверхплотного вещест-
ва. Для этого в первую очередь необходимы уравнения и соотношения, по-
зволяющие проводить термодинамическое описание ферми-газов в маг-
нитном поле. Следует заметить, что изучение свойств ферми-газа (в част-
ности, нерелятивистского электронного газа) в магнитном поле представ-
ляет интерес не только для астрофизики, но и для физики любых систем,
содержащих свободные фермионы.

Для исследования процессов, связанных со вспышками Сверхновых,
представляет существенный интерес вопрос о влиянии магнитного поля на
свойства ферми- и бозе-газов при высоких температурах. В горячих астро-
физических объектах возможны процессы рождения электронно-пози-
тронных и других пар «частица-античастица», поэтому вполне естественна
задача исследования влияния сильного магнитного поля на параметры ве-
щества, в состав которого входят указанные пары.

Исследование влияния магнитного поля на термодинамические ха-
рактеристики идеальных ферми-газов представляет существенный интерес
как для физики сверхплотных магнитных звезд, так и для физики твердого
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тела и полупроводников, и потому этой проблеме посвящено большое ко-
личество научных публикаций, основу для которых составили классиче-
ские работы В. Паули [1] и Л.Д. Ландау [2]. В [3] приведен способ вычис-
ления энергетических и магнитных характеристик нерелятивистского
электронного газа в магнитном поле в приближениях крайнего вырожде-
ния и невырождения, основанный на предварительном расчете большого
термодинамического потенциала и использовании метода термодинамиче-
ских функций. Данная методика достаточно универсальна и может успешно
применяться для термодинамического описания любых идеальных крайне
вырожденных и невырожденных ферми-газов и невырожденных бозе-газов
(как нерелятивистских, так и релятивистских) в магнитном поле (см. [4; 5],
где имеются ссылки на соответствующие оригинальные работы).

Подходы других авторов работ по данной тематике, математический
аппарат и методы расчетов весьма разнообразны. Это вполне естественно,
т.к. вычисление термодинамических характеристик ферми- и бозе-газов в
магнитном поле в большинстве случаев не самоцель, а лишь средство для
решения прикладных задач различных разделов физики.

Изучение уже установленных теоретически физических свойств
сверхплотного вещества предусмотрено базовой учебной программой дис-
циплины специализации по теоретической физике (раздел «Избранные во-
просы статистической физики и физики вещества в экстремальных услови-
ях») для специальности 1-31 04 01-03 Физика (научно-педагогическая дея-
тельность), разработанной на кафедре теоретической физики и астрономии
учреждения образования «Брестский государственный университет имени
А.С. Пушкина». Указанный раздел предполагает использование знаний,
умений и навыков, полученных студентами при изучении других разделов
данной программы и раздела «Термодинамика и статистическая физика»
базового курса теоретической физики, для решения конкретных теоретиче-
ских задач, в том числе соответствующих научной тематике кафедры и
представляющих собой теоретическую основу для дипломных работ по
теоретической физике.

Предлагаемое пособие, основанное на материалах авторских моно-
графий [4; 5], содержит необходимые теоретические сведения по рассмат-
риваемым вопросам и задания (теоретические и практические, решаемые с
использованием персонального компьютера), выполнение которых может
составить основу для выработки умений и навыков самостоятельных сту-
денческих научных исследований свойств вырожденных газов и вещества
в экстремальных условиях.
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1  ОСНОВЫ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО ОПИСАНИЯ
ФЕРМИ- И БОЗЕ-ГАЗОВ

1.1 Ферми- и бозе-газы в отсутствие внешних воздействий

Один из наиболее эффективных методов вычисления термодинами-
ческих характеристик системы с изменяемым числом частиц основан на
предварительном вычислении большого термодинамического потенциала

ΦFΩ -= , (1.1)

где F и Ф – свободная энергия Гельмгольца и термодинамический потен-
циал Гиббса соответственно. Как известно, естественными переменными
для W-потенциала являются температура Т, объем V и химический потен-
циал c :

cNdPdVSdTdΩ ---= ,           (1.2)

а энтропия S, давление P и число частиц N могут быть найдены путем диф-
ференцирования:
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Другие термодинамические потенциалы выражаются через W-потенциал:
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Здесь U и H – внутренняя энергия и энтальпия. Таким образом, задачи на-
хождения необходимых термодинамических характеристик ферми- и бозе-
газов могут быть сведены к вычислению соответствующих W-потенциалов
этих газов.

Рассмотрим газ из частиц, которые можно считать элементарными в
условиях данной задачи. Энергии нерелятивистской и релятивистской час-
тиц даются соответственно известными выражениями:

m
pmc
2

2
2 +=e , (1.8)

2242 pccm +=e , (1.9)

где m и p – масса и импульс частицы, с – скорость света. Среднее число
частиц в i-м квантовом состоянии

1exp

1

±÷
ø
ö

ç
è
æ -

=

kT

n
i

i ce
,         (1.10)

где k – постоянная Больцмана, Т – температура. Формулы данного подраз-
дела имеют аналогичный вид для фермионов и бозонов, отличаясь в неко-
торых случаях лишь знаком (верхний знак соответствует фермионам, а
нижний – бозонам). В элементе фазового объема dpdVp24p число возмож-
ных квантовых состояний равно

( )3
2

2
4

hp
p dpdVpgdG = ,         (1.11)

где 12 += sg , s – спин частицы, h – постоянная Планка. Тогда число час-
тиц в объеме V

ò
¥

±÷
ø
ö

ç
è
æ -

=
0

2

32
1exp2

kT

dppVgN
cep h

.         (1.12)

Вполне понятно, что используя формулы (1.8) или (1.9), можно перейти в
(1.12) от интегрирования по импульсу р к интегрированию по энергии e .
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Как известно (см., например, [3, с. 181]), большой термодинамиче-
ский потенциал ферми- или бозе-газа дается выражением:

÷
ø
ö

ç
è
æ -
±= å kT

εχgkTΩ i

i
i exp1lnm .         (1.13)

Переходя от суммирования к интегрированию, получаем:
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±=

0

2
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εχ

π
gkTVΩ
h

m .         (1.14)

Заметим, что в общем случае интеграл в (1.14) в элементарных функциях
не вычисляется. Переход к интегрированию по энергии и интегрирование
по частям позволяют несколько упростить выражение (1.14) (см., напри-
мер, [6, с. 185]), но также приводят к интегралу, который не берется в эле-
ментарных функциях. Лишь в частных случаях невырожденных ферми- и
бозе-газов и сильно вырожденного ферми-газа возможны дальнейшие ана-
литические преобразования выражения (1.14) и использование соотноше-
ний (1.3)–(1.7) для вычисления других термодинамических характеристик.
Эти вопросы будут рассмотрены ниже.

1.2 Ферми- и бозе-газы в магнитных полях

Рассмотрим, как изменятся формулы подраздела 1.1 при наличии по-
стоянного и однородного магнитного поля с индукцией В, действующего
на фермионы или бозоны рассматриваемых газов.

Следуя классической работе Паули [1], для полной энергии нереля-
тивистского незаряженного фермиона можно записать:

Bs
m

pmc sme 2
2

2
2 ++= ,         (1.15)

где 2/1m=s  – величина проекции спина частицы на направление вектора
индукции магнитного поля, s  – величина отношения собственного маг-
нитного момента фермиона к соответствующему магнетону m . Для нере-
лятивистского незаряженного бозона с s = 0 имеет место выражение (1.8).
Далее из незаряженных частиц будут рассматриваться лишь нейтроны,
причем при концентрациях, для которых справедливо нерелятивистское
приближение. В этом случае справедливы формулы (1.12) и (1.14) при g =
2 и энергии e , определяемой выражением (1.15).
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Иначе обстоит дело с заряженными частицами, на которые достаточ-
но сильное магнитное поле может оказывать квантующее действие [2].
Энергия нерелятивистского фермиона в этом случае [2]

( ) BsnB
m

pmc z smme 212
2

2
2 ++++= ,         (1.16)

где n = 0, 1, 2,… – номер квантового уровня Ландау, zp  – проекция им-
пульса p  частицы на направление индукции магнитного поля, sm  – собст-
венный магнитный момент фермиона, ( )mce 2/h=m  – магнетон, е – модуль
заряда, 2/1m=s .

Число квантовых состояний фермиона c определенным направлени-
ем спина, находящегося в объеме V и обладающего проекцией импульса от

zp  до zz dpp + , при наличии магнитного поля определяется выражением
[2]:

zdpBVmdG 322 hp
m

= .         (1.17)

Тогда

åå ò
+¥

¥- +÷
ø
ö

ç
è
æ -

=
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z

kT

dpBVmN
1exp2 32 cep
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,         (1.18)
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ç
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+-=

s n
zdp

kT
εχ

π
BVkTmΩ exp1ln

2 32
h

m .         (1.19)

Аналогично для нерелятивистских заряженных бозонов с s = 0 за-
пишем:

( )12
2

2
2 +++= nB

m
pmc z me ,         (1.20)

å ò
+¥

¥- -÷
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ç
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,         (1.21)
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å ò
+¥

¥-
÷
ø
ö

ç
è
æ -
-=

n
zdp

kT
εχ

π
BVkTmΩ exp1ln

2 32
h

m .         (1.22)

Для релятивистских заряженных микрочастиц в квантующем маг-
нитном поле также справедливо (1.17), а значит и формулы (1.18), (1.19),
(1.21) и (1.22), но выражения для энергии фермиона и бозона (s = 0) имеют
соответственно вид [7, с. 212]:

( ) ( )( )224222 122122 BssnBmccmpc z msme -+++++= ,         (1.23)

( )122 24222 +++= nBmccmpc z me .         (1.24)

Аналитические преобразования выражений (1.18), (1.19), (1.21) и
(1.22) возможны лишь в частных случаях невырожденных ферми- и бозе-
газов и сильно вырожденного ферми-газа.
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2  КРАЙНЕ ВЫРОЖДЕННЫЕ ФЕРМИ-ГАЗЫ

2.1 О поляризации крайне вырожденных идеальных ферми-газов
в магнитном поле

2.1.1 Как известно из учебной и научной литературы по термодина-
мике и статистической физике, для крайне вырожденного нерелятивист-
ского ферми-газа понятие «энергия Ферми» означает как максимальную
полную, так и максимальную кинетическую энергии фермиона, численно
равные химическому потенциалу. Если магнитное поле отсутствует, то
данное утверждение возражений не вызывает. Однако для системы фер-
мионов в магнитном поле положение существенно меняется.

Рассмотрим идеальный парамагнитный ферми-газ (например,
нейтронный при достаточной для стабильности нейтронов концентрации
электронов сверхплотного вещества) при температуре абсолютного нуля в
постоянном и однородном магнитном поле с индукцией B. Полная (с точ-
ностью до слагаемого 2cmn ) энергия нейтрона с собственным магнитным
мо-ментом nm

Bs nnkn mee 2+= , (2.1)

где кинетическая энергия
n

n
nk m

p
2

2

=e , np  и nm  – импульс и масса нейтрона,

2/1m=s . При этом химический потенциал (в данном случае максимальная
полная энергия, отсчитываемая от 2cmn )

( ) BBB nnnnn mtmtz +=-= ¯­ , (2.2)

­nt  и ¯nt  – максимальные кинетические энергии нейтронов с магнитными
моментами, соответственно параллельными и антипараллельными внешне-
му полю. Соответствующие графики зависимости полной энергии ne  от им-
пульса np  имеют вид ветвей параболы, вдоль которых распределены кван-
товые состояния. В отсутствие магнитного поля заполнение квантовых со-
стояний нейтронами с магнитными моментами, параллельными и антипа-
раллельными полю, одинаково (рисунок 2.1 (а), сплошные линии). В маг-
нитном поле обе ветви параболы смещаются друг относительно друга на
величину Bnm2  (рисунок 2.1 (б)). При этом нарушается энергетическая
равноправность обеих ориентаций магнитных моментов и, в соответствии
с принципом запрета Паули и стремлением энергии системы к минимуму,
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часть нейтронов меняет ориентацию магнитных моментов на противопо-
ложную (рисунок 2.1 (в)). Соответствующие графики зависимости кинети-
ческой энергии nke  от импульса np  представлены на рисунках 2.1 (г), 2.1
(д) и 2.1(е).

Рисунок 2.1

б) en
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а) en
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г) enk

pn pn0

zn(0)

д) enk

pn pn0

zn(0)

е) enk

pn pn0

tn ­

tn ¯
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Концентрация нейтронов в магнитном поле находится из условия
нормировки:

( )
( )

=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+=+= ò ò

­ ¯

¯­

n n

nknknknk
n

nnn ddmnnn
t t

eeee
p

p
0 0

3

2/3

2
22
h

( ) ( )=+= ¯¯
2/32/3

32

2/3

6
2

nn
nm tt

p h

( ) ( )( ) ( )( )( )2/32/3
32

2/3

6
2 BBBBm

nnnn
n mzmz

p
-++=

h
. (2.3)

Здесь учтено, что число квантовых состояний для нейтрона c определен-
ным направлением спина, находящегося в объеме V и обладающего им-
пульсом от np  до nn dpp + , при наличии магнитного поля такое же, как и в
отсутствие последнего:

( )
( )
( ) nknk

nnn
n dVmVdppdG ee

p
p

p
p

3

2/3

3

2

2
22

2
4

hh

== . (2.4)

Таким образом, в магнитном поле происходит частичная или полная
поляризация парамагнитного ферми-газа. Степень поляризации

n

nn
n n

nn
p ¯­ -=0 , (2.5)

­nn  и ¯nn  – концентрации нейтронов с магнитными моментами, направ-
ленными по и против вектора индукции внешнего магнитного поля. Из
(2.3) и (2.5) следует:

( ) ( ) ( )( ) 2/3
32

2/3

0 3
21 BBmpn nn

n
nn mz

p
+=+

h
, (2.6)

( ) ( ) ( )( ) 2/3
32

2/3

0 3
21 BBmpn nn

n
nn mz

p
-=-

h
, (2.7)

( ) ( )
( ) 3/232

3/2
0

3/2
0

3

411
n

nn
nn

n

Bmpp
hp

m
=--+ . (2.8)
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Последнее соотношение позволяет вычислять степень поляризации ней-
тронного газа заданной концентрации в зависимости от индукции магнит-
ного поля.

Полная поляризация ( nn nn =­ , 0=¯nn ) имеет место при ( )BB nn zm ³ .
В этом случае

( ) ( )02
2

32 3/2
3/223/22

3/2
n

n

n
n m

n zpt ==­
h , (2.9)

( ) ( ) BB nnn mzz -= 02 3/2 .         (2.10)

Итак, при B ¹ 0 термин «энергия Ферми» оказывается двусмыслен-
ным: то ли его следует отнести к максимальной полной энергии, то ли к
максимальной кинетической, которые существенно различаются. Данная
двусмысленность и неопределенность терминологии, приводящая иногда
даже к физически некорректным выводам, присуща значительному коли-
честву научных публикаций (в том числе и ряду работ из указанных вы-
ше). На наш взгляд, имеет смысл в настоящей работе от термина «энергия
Ферми» по отношению к ферми-газу в магнитном поле вообще отказаться
и оперировать такими понятиями, как «максимальная полная энергия»
(«химический потенциал») и «максимальная кинетическая энергия», дос-
таточно точно отражающими физическую сущность данных величин.

Аналогичная ситуация, очевидно, имеет место и при описании газа
заряженных фермионов в магнитном поле с учетом диамагнетизма Ландау.

2.1.2 Рассмотрим теперь крайне вырожденный идеальный нереляти-
вистский электронный газ в постоянном и однородном магнитном поле с ин-
дукцией В. В первом приближении пренебрегаем величиной аномального
магнитного момента электрона и полагаем собственный магнитный момент
электрона равным магнетону Бора Bm . Используя результаты [2], выражение
для полной энергии электрона в магнитном поле представим в виде:

( ) BsnB
m
pBs BB

e

ez
Beke mmmee 212

2
2

2

+++=+= ,         (2.11)

где n = 0, 1, 2,… – номер квантового уровня Ландау, ezp  – проекция им-
пульса ep  электрона на направление индукции магнитного поля, em  – мас-
са электрона, 2/1m=s .
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Для электронного газа график зависимости ee  от ezp  в присутствии
магнитного поля (рисунок 2.2 (а)) представляет собой семейство парабол,
вдоль которых распределены квантовые состояния (заполненные состоя-
ния изображены сплошными линиями). Каждому значению n соответству-
ют две ветви параболы, смещенные друг относительно друга на величину

BBm2  (рисунок 2.2 (а)). Соответствующий график зависимости eke  от ezp
представлен на рисунке 2.2 (б).

Число квантовых состояний электрона c определенным направлением
спина, находящегося в объеме V и обладающего проекцией импульса от ezp
до ezez dpp + , при наличии магнитного поля определяется выражением [2]:

( )
=

+-
==

1222 322/1

2/3

32 nB
dBVmdpBVmdG

Bek

ekBe
ez

Be
e me

e
p
m

p
m

hh

( )snB
dBVm

Be

eBe

2122 322/1

2/3

++-
=

me
e

p
m
h

.         (2.12)

При этом eek dd ee = . Легко видеть, что плотность числа квантовых состоя-

ний в энергетических переменных
ek

e

e

e
e d

dG
Vd

dG
V

g
ee

11
==  является разрыв-

ной функцией энергии (как полной, так и кинетической), а для фиксиро-
ванных значений В, n и s убывает с ростом энергии. Для фиксированных
значений ee , n и s (или eke , n и s) величина eg  с ростом индукции магнит-
ного поля увеличивается; при этом увеличиваются «энергетические зазо-
ры» между параболами с одинаковыми s и различными n, а также величина

BBm2  относительного смещения ветвей параболы для заданного n и раз-
личных s (см. рисунок 2.2). Таким образом, при увеличении индукции маг-
нитного поля все большее число электронов крайне вырожденного газа
попадают в состояния с меньшими значениями номера квантового уровня
Ландау и 2/1-=s , т. е. растет степень поляризации, и при достаточно
больших значениях В принципиально возможна полная поляризация фер-
ми-газа заданной концентрации. Графики зависимостей ee  и eke  от eg
представлены на рисунке 2.3 (а, б).
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              Рисунок 2.2                                                         Рисунок 2.3
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Концентрация электронов в магнитном поле находится из условия
нормировки:

´=+= ¯­ 322/1

2/3

2 hp
m Bmnnn Be

eee

( ) ( )
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+-
+
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´å ò ò

­ ¯

n Bek

ek

Bek
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e e
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d
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me
e

me
e

0 0 1212

( ) ( )( )=+-++-= å ¯­
n

BeBe
Be nBnBBm 12122

32

2/32/1

mtmt
p

m
h

( ) ( ) ( )( )å ×-++-=
n

BeBe
Be nBBnBBBm 2222

32

2/32/1

mzmz
p

m
h

,         (2.13)

где ( )Bez  – химический потенциал электронного газа, измеренный с точ-
ностью до слагаемого 2cme  (максимальная полная энергия электрона), ­et
и ¯et  – максимальные кинетические энергии электронов с магнитными мо-
ментами, соответственно параллельными и антипараллельными внешнему
полю. Суммирование в (2.13) ведется от нуля до максимальных значений
n, при которых выражения под знаками радикалов неотрицательны.

Степень поляризации электронного газа

e

ee
e n

nn
p ¯­ -=0 ,         (2.14)

­en  и ¯en  – концентрации электронов с магнитными моментами, направ-
ленными по и против индукции внешнего магнитного поля. Из (2.13) и
(2.14) находим:

( ) ( ) ( )å ×-=+
n

Be
Be

ee nBBBmpn 221 32

2/3

0 mz
p

m
h

,         (2.15)

( ) ( ) ( ) ( )å +-=-
n

Be
Be

ee nBBBmpn 2221 32

2/3

0 mz
p

m
h

.         (2.16)

Исключить величину ( )Bez  из (2.15) и (2.16) или выразить в явном
виде не представляется возможным.
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Полная поляризация (см. рисунок 2.2 (а)) имеет место при

( ) BB Be mz 2£ .         (2.17)

Подставляя (2.17) в (2.15), получаем

B
Bm

n
B

Be

e m
m

p 2
2 223

264

£
h         (2.18)

или

( )e

Be

e B
m

nB =³
m

p
3/2

3/223/4

2
h ,         (2.19)

что соответствует условию квантового предела для электронов в магнит-
ном поле (n = 0, 2/1-=s ).

2.2 Термодинамические характеристики крайне вырожденных
идеальных нерелятивистских ферми-газов в магнитном поле

Несложно убедиться, что выразить из формул (2.3) и (2.13)
химические потенциалы ферми-газов как функции концентрации jn  соот-
ветствующих фермионов и индукции внешнего магнитного поля B в явном
виде не представляется возможным. Между тем, при исследовании влия-
ния магнитного поля на параметры сверхплотного вещества необходимы
удобные для аналитических преобразований выражения химических по-
тенциалов и других термодинамических функций замагниченных ферми-
газов. В подобных случаях применяют различные параметрические пред-
ставления. Мы воспользуемся здесь методикой, описанной в [3] и успешно
применяемой в различных работах для описания термодинамических ха-
рактеристик идеальных ферми-газов в магнитном поле при температуре Т
= 0 К. Суть данного метода, как уже отмечалось выше, состоит в предвари-
тельном вычислении большого термодинамического потенциала и исполь-
зовании соотношений, связывающих другие термодинамические функции
с большим термодинамическим потенциалом.

Как показано в [3], для крайне вырожденного ферми-газа большой
термодинамический потенциал определяется выражением:
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( ) ( )
( )q

Ω c e q c e= - - -å ,         (2.20)

где символом (q) обозначена совокупность аргументов, от которых зависит
энергия фермиона e ; c – химический потенциал ферми-газа; ( )ecq -  –
ступенчатая функция, равная 1 при c > e и 0 при c < e. Для нейтральных
фермионов в объеме V символ

( )
å
q

означает суммирование по двум на-

правлениям спина и интегрирование по импульсу:

( ) ( )
...

2
4... 3

2

åòå =
s pq

dppV
hp

p ;         (2.21)

для заряженных фермионов – суммирование по двум направлениям спина
и номерам квантовых уровней Ландау и интегрирование по проекции им-
пульса на направление магнитного поля:

( ) ( )
...

2
... 2ååòå =

s n p

z

q

BdpVm
hp

m         (2.22)

Подставляя (2.4) или (2.12) в (2.30) с учетом того, что в рассматри-
ваемых случаях принимается c = z с точностью до энергии покоя фермио-
на, можно найти соответствующие зависимости Ω  от z  и В.

Воспользовавшись этим методом, получим общие соотношения,
применимые для описания в рамках статистической термодинамики рав-
новесных систем крайне вырожденных (Т = 0 К) идеальных нерелятивист-
ских электронного, протонного и нейтронного газов в магнитном поле с
учетом статических аномальных магнитных моментов микрочастиц.

Следуя [3], в результате стандартных вычислений несложно полу-
чить выражение для большого термодинамического потенциала крайне
вырожденного идеального нерелятивистского ферми-газа, находящегося в
постоянном и однородном магнитном поле с индукцией В:

( ) ( ) ( )
( )

5/2
5/3
3/2

0 j
j j

j

R x
Ω B Ω

R x
= ,         (2.23)

где
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( ) ( )20 0
5j j jΩ N z= - ,         (2.24)

( ) ( ) 3/2
23/22

2
30 j

j
j n

m
hpz = ,         (2.25)

jN  – число фермионов в объеме jV , jjj VNn /=  – их концентрация, jm  –
масса фермиона, j = e, p, n – индексы, соответствующие электронному,
протонному и нейтронному газам, ( )jxR 2/5  и ( )jxR 2/3  – безразмерные
функции параметра

( )
B
B

x j
j m

z
= ,         (2.26)

jz  – химический потенциал; для электронов m – магнетон Бора Bm , для
нуклонов m – ядерный магнетон яm . Для заряженных фермионов

( ) ( ) ( )( )å
=

-- +--+---=
l

n

a
qq

a
qqqa nxnxaxR

0

11 1212 ss ,         (2.27)

a = 3/2, 5/2; q = e, p; n = 0, 1, 2,... – номер квантового уровня Ландау. В си-
лу свойств функции распределения Ферми-Дирака суммирование в (2.27)
ведется до тех пор, пока выражение под знаком соответствующего радика-
ла неотрицательно. Для электронейтральной среды ep nn =  и (см. также
(2.13))

( ) ( ) ( ) 2/3

32

2/32/3 2
3

Bm
n

xRxR
яp

p
pe m

p h
== ;         (2.28)

здесь учтено, что Beяp mm mm = . Для нейтронов (см. также (2.3))

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 3

3/2
1 3
2 2

a a n
a n n n n n

n я

nR x x x
m B
p

s s
m

= - + + =
h ,         (2.29)

причем ( ) 0=- a
nnx s  при nnx s£ . Здесь mms /jj = , где jm  – собственный

магнитный момент фермиона. При выводе приведенных формул принима-
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лось, что спектр энергии свободного заряженного фермиона в квантующем
магнитном поле

( )q
q

qz
q snB

m
p

sme 212
2

2

+++= ,         (2.30)

а для нейтрона

Bs
m
p

яn
n

n
n mse 2

2

2

+= ,         (2.31)

jzp  – проекция импульса jp  фермиона на направление индукции магнит-
ного поля, 2/1m=s . В приведенных соотношениях энергия фермиона от-
считывается от величины 2cm j .

Формулы (2.30) и (2.31) записаны в предположении, что величины
js от В не зависят. Это ограничивает применимость полученных соотно-

шений условием B < 1017 Гс для нуклонных газов. При B > 1017 Гс цикло-
тронная энергия пиона превышает энергию -b -распада нейтрона, и маг-
нитный момент последнего зависит от В. Точная количественная теория
этой зависимости до настоящего времени не разработана; качественно
можно считать, что вследствие деформации в сверхсильном магнитном по-
ле «пионной шубы» нуклона собственный магнитный момент последнего
имеет тенденцию к уменьшению. Таким образом, здесь и далее мы полага-
ем 793,2»ps , 913,1»ns  [7]. Что же касается электронного газа, то

00116,1»es  при B << 4,414×1013 Гс. Аномальный магнитный момент элек-
трона имеет довольно сложную зависимость от индукции магнитного поля
при B > 4,414×1013 Гс [7], но можно считать с достаточной степенью точно-
сти 1»es при любых значениях В.

Заметим также, что в обычных «земных» условиях нейтрон является
нестабильной относительно бета-распада частицей, и исследование физиче-
ских свойств нейтронного газа представляет интерес лишь для физики
сверхплотных астрофизических объектов, характерные плотности вещества
которых превышают порог появления в электронно-ядерном веществе сво-
бодных нейтронов в качестве стабильного компонента (r  > 1011 г/см3) [8].
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2.3 Термодинамические характеристики крайне вырожденных
идеальных релятивистских ферми-газов в магнитном поле

2.3.1 Воспользовавшись методом, изложенным в [3], и учитывая, что
спектр энергии свободного заряженного релятивистского фермиона в по-
стоянном и однородном магнитном поле с индукцией B определяется вы-
ражением [7]

( ) ( )( )224222 122122 BssnBcmcmpc qqqzq msme -+++++= ,         (2.32)

для большого термодинамического потенциала идеального ферми-газа при
Т = 0 К получим:

( ) ( )2 2 4 1
4/3
2

0
2

q
q q q

N RΩ B m c
R

c= - - .         (2.33)

Здесь qm  – масса фермиона, qzp  – проекция его импульса qp  на на-
правление вектора индукции поля, n – номер квантового уровня Ландау,

2/1m=s , m – соответствующий магнетон, qs – величина отношения собст-
венного магнитного момента частицы к магнетону m, qN  – число частиц в
объеме qV , qc – химический потенциал,
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,         (2.37)

( ) ( ) 3/2223/22422 30 qqq nccm hpc =- ;         (2.38)

суммирование в (2.34) и (2.35) ведется до тех пор, пока qq ZX ³2 .
Полученные формулы описывают свойства крайне вырожденного иде-

ального релятивистского газа заряженных фермионов в магнитном поле, не
оказывающем влияния на величины аномальных магнитных моментов мик-
рочастиц. Это ограничивает их применимость условием B << 4,414×1013 Гс
для электронов и B £ 1017 Гс для протонов (см. подраздел 2.2). При В > 1013 Гс
мы вправе принять es » 1, что не отразится существенно на численных расче-
тов термодинамических величин, но значительно их упростит. При этом

snZe 212 ++= ,         (2.39)

( )snBcmcmpc Beeze 2122 24222 ++++= me .         (2.40)

2.3.2 Известно, что магнитное поле оказывает заметное квантующее
действие на движение электрона, если ларморовский радиус последнего
порядка и меньше длины волны де Бройля. Полагая импульс электрона
равным импульсу Ферми при В = 0, несложно показать, что магнитное по-
ле будет квантующим для релятивистских электронов при

( ) ( ) 3/223/22
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ø
ö

ç
è
æ=

-
=>
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N
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cmBB e

BeBe

ee
кв mp

p
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Для протонов электронейтральной плазмы нижняя граница кван-
тующего магнитного поля та же. В таблице 2.1 приведены значения квB
для заданных концентраций электронов.
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Таблица 2.1

en , см-3 ( ) 422 0 cmee -c , МэВ квB , Гс

1027 6,2×10-2                    1011

1028 1,3×10-1 4,6×1011

1029 2,7×10-1 2,2×1012

1030 6,1×10-1                    1013

1031                1,3 4,6×1013

1032                2,7 2,2×1014

1033                6,1                    1015

1034                1,3×10 4,6×1015

1035                2,7×10 2,2×1016

1036                6,1×10                    1017

При величинах В, меньших указанных в таблице 2.1, мы вправе счи-
тать газ парамагнитным и не учитывать квантование Ландау. В частности,
для es = 1 имеем в этом случае:

Bscmcmpc Beeee me 24222 4++= ,         (2.42)
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1 ,         (2.44)

Для протонов ps  = const при B < 1017 Гс. При этом энергия взаимо-
действия протона с магнитным полем Bяpms < 1 МэВ, что существенно

мень-ше 2cmp ~ 1 ГэВ. Аналогичная ситуация имеет место и для нейтрон-
ного газа. Поэтому для нуклонов целесообразно ограничиться лишь нере-
лятивистским приближением, что вполне приемлемо для описания свойств
вещества при плотностях, меньших ядерной. Соответствующие выражения
для термодинамических характеристик крайне вырожденных нерелятиви-
стских ферми-газов в магнитном поле приведены в подразделе 2.2.



24

3  ФЕРМИ- И БОЗЕ-ГАЗЫ ПРИ ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ

3.1 Невырожденные идеальные ферми- и бозе-газы в отсутствие
внешних воздействий

Ферми- или бозе-газ подчиняется статистике Максвелла-Больцмана,
если в функциях распределений Ферми-Дирака или Бозе-Эйнштейна

1exp

1

±÷
ø
ö

ç
è
æ -

=

kT

f
ce

(3.1)

можно пренебречь единицей в сравнении с экспонентой, т. е.

1exp >>
-
kT
ce (3.2)

при любых значениях энергии e , в том числе и при 2mc=e . Таким обра-
зом, критерий невырождения ферми- или бозе-газа имеет вид:

1expexpexp
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>>÷
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ç
è
æ-=

-
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mc
kTkT

mc cc . (3.3)

Из (3.3) следует, что распределению

kT
f ec -
= exp (3.4)

соответствует большое по модулю отрицательное значение химического
потенциала c , если температуры «релятивистские» ( 2mckT ³ ),  или же
любое неположительное значение c , если температуры «нерелятивист-
ские» ( 2mckT << ).

Для нерелятивистского невырожденного газа элементарных частиц в
отсутствие внешних воздействий из условия нормировки следует:
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Здесь N – число частиц в объеме V, 12 += sg , s – спин частицы, р и m – ее
импульс и масса, 2mc-= cz , ( )mpmc 2/22 +=e .

В релятивистском случае

2242 pccm +=e (3.6)
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где
kT

mc2

=h , 2mc
x e
= . Интеграл в (3.7) вычисляется следующим образом

[9, с. 337]:
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, (3.8)

где Г – гамма-функция, ( )h2K  – модифицированная функция Бесселя. Та-
ким образом,
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Сравнивая (3.5) и (3.9), получаем
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æ ö æ ö
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è ø è ø

        (3.10)

Большой термодинамический потенциал в общем случае любого иде-
ального ферми- или бозе-газа определяется выражением [3, с. 182]:
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В (3.11) верхние знаки относятся к фермионам, нижние – к бозонам. Если
имеет место неравенство (3.2), то
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для любой зависимости ( )pe .
Тогда легко получить выражения для других термодинамических па-

раметров релятивистского газа, например, для энтропии S и средней пол-
ной энергии Е:
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Бесселевы функции могут быть представлены в виде асимптотиче-
ских рядов лишь при 1>>h  (при «нерелятивистских» температурах

2mckT << ) [10, с. 169]:

( ) ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+-×-» ...

128
9

8
11exp

2 20 hh
h

h
phK ,         (3.16)



27
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Известно [10, с. 168], что

( ) ( ) ( ) hhhh /2 102 KKK += , (3.19)

поэтому ограничиваться в представлениях (3.16)–(3.18) грубым первым
приближением при численных расчетах вряд ли корректно

Заметим, что при термодинамическом описании газа из фермионных
(электронно-позитронных, мюонных) или бозонных (пионных) пар хими-
ческий потенциал c  полагается равным нулю [6, с. 343]. В этом случае
критерию невырождения (3.3) соответствует условие 1>>h , и применимы
асимптотические представления (3.16)–(3.18).

3.2 Термодинамические характеристики невырожденных
идеальных нерелятивистских ферми- и бозе-газов в магнитном поле

3.2.1 Воспользовавшись методом, изложенным в [3], получим общие
соотношения, применимые для описания, в рамках статистической термо-
динамики равновесных систем, горячих идеальных нерелятивистских элек-
тронного, протонного и нейтронного газов в магнитном поле. Большой
термодинамический потенциал в этом случае определяется выражением:

( )
exp

q
Ω kT

kT
c e-

= - å .         (3.20)

Как и для крайне вырожденных ферми-газов, символ å
)(q

для нейтральных

фермионов означает суммирование по двум направлениям спина и интег-
рирование по импульсу, для заряженных фермионов – суммирование по
двум направлениям спина и номерам квантовых уровней Ландау и интег-
рирование по проекции импульса на направление магнитного поля. Под-
ставляя (2.30) или (2.31) в (3.20) с учетом того, что в рассматриваемых
случаях принимается c = z  с точностью до энергии покоя фермиона, мож-
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но найти соответствующие зависимости jW  от jz , Т и В (j = n, e, p соот-
ветственно).

Следуя [3], в результате стандартных вычислений несложно полу-
чить выражение для большого термодинамического потенциала горячего
нерелятивистского газа заряженных фермионов, находящегося в при тем-
пературе Т в объеме qV в присутствии постоянного и однородного магнит-
ного поля с индукцией В:
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Учитывая, что
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получаем

( ) ( ) ( ) ( )3/2
5/2

2

ch2
exp

4 sh
q q qq q q

q
q

V m B
Ω B kT

kT
a s az

p a
æ öæ ö

= - ×ç ÷ç ÷
è ø è øh
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Для нейтронного газа аналогичное выражение имеет вид:
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В приведенных выше выражениях m – магнетон Бора для электронов и
ядерный магнетон для нуклонов,
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При 0®B 0®ja , ( ) 1ch ®jjas , 1
sh
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, и из (3.25), (3.26) получаем:
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Из (3.25) и (3.26) выразим число фермионов в объеме jV :
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Отсюда находим химический потенциал ферми-газа заданной концентра-
ции jjj VNn /=  в зависимости от температуры и индукции магнитного по-
ля:

( ) ( ) ( )
q

qqq
qq kTB

a
asa

zz
sh

ch
ln0 -= ,         (3.31)

( ) ( ) ( )( )nnnn kTB aszz chln0 -= ,         (3.32)
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Легко видеть, что в сильном магнитном поле ( )Bjz  – большое по модулю
отрицательное число.

Формулы (3.29) и (3.30) дают возможность определить вклад в об-
щую концентрацию ферми-газа концентраций фермионов с магнитными
моментами, ориентированными по полю и против поля соответственно:
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а также степень поляризации ферми-газа:
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Заметим, что при В =  0 2/jjj nnn == ¯­ , а при ¥®B jj nn ®­ ,
0®¯jn , т. е. сверхсильное магнитное поле способствует ориентации маг-

нитных моментов микрочастиц в направлении вектора индукции, что
вполне соответствует теории парамагнетизма Паули.

Сравнивая (3.29) и (3.30) с (3.25) и (3.26) соответственно, находим,

что ( ) ( )0j j jΩ B Ω N kT . Следовательно, давление j
j

j

Ω
P

V
¶

=
¶

 ферми-газа

заданной концентрации при высокой температуре не зависит от индукции
магнитного поля: ( ) ( )0jj PBP =  при jn  = const.

Приведенные выше соотношения позволяют сформулировать крите-
рии невырождения идеальных нерелятивистских ферми-газов в магнитном
поле. Как уже отмечалось, газ можно считать невырожденным, если

1exp <<
kT

jz
.         (3.37)

С учетом (3.29) и (3.30) находим:

= = -
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Несложно убедиться, что наряду с высокой температурой сильное
магнитное поле способствует невырождению нерелятивистского ферми-
газа с данной концентрацией частиц.

Аналогичная ситуация, очевидно, имеет место и для случая реляти-
вистских (ультрарелятивистских) электронов, но математически строгого
подтверждения этому пока нет.

Ферми-газы вещества холодных сверхплотных астрофизических объ-
ектов типа белых карликов и нейтронных звезд можно, с достаточной сте-
пенью точности, считать крайне вырожденными, т. к. их возможные тем-
пературы из-за больших нейтринных потерь при больших плотностях на
несколько порядков ниже соответствующих температур вырождения [8], и
характерные (а также гипотетические) для этих объектов магнитные поля
вряд ли способны снять вырождение фермионов. Для горячих же астрофи-
зических объектов (Сверхновые в различных стадиях эволюции и т. п.) при
описании вещества подъядерной области плотностей с использованием мо-
дели ферми-газов следует учитывать возможность подавления вырождения
фермионов магнитным полем.

3.2.2 Перейдем к рассмотрению невырожденного нерелятивистского
газа заряженных бозонов в магнитном поле. Спектр энергии свободного
заряженного бозона в квантующем магнитном поле

( )12
2

2

++= nB
m

pz me ,         (3.40)

а символ å
)(q

в выражении (3.20) означает теперь суммирование по номе-

рам n квантовых уровней Ландау и интегрирование по проекции импульса
на направление магнитного поля zp . Как и для ферми-газов, считаем c = z
с точностью до энергии покоя частицы. По аналогии с фермионами, полу-
чаем:
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3.3 Термодинамические характеристики невырожденных
идеальных релятивистских ферми- и бозе-газов в магнитном поле

3.3.1 Рассмотрим невырожденный идеальный релятивистский фер-
ми-газ (например, электронный) в магнитном поле. Энергия заряженного
фермиона с массой m и собственным магнитным моментом, равным магне-
тону m, дается выражением

( )snBmcpccm z 2122 22242 ++++= me .         (3.45)

Тогда число фермионов в объеме V  равно
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Вводя обозначения
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перепишем (3.46) в виде
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Учитывая, что
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получаем
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где ( )h1K  и ( )h2K  – бесселевы функции,
kT

Bmgha ==
2

.
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Учитывая, что большой термодинамический потенциал NkTΩ -= ,
можно получить выражения для других термодинамических параметров
невырожденного идеального релятивистского ферми-газа в магнитном по-
ле. Однако, как отмечалось в подразделе 3.1, бесселевы функции можно
представить в виде асимптотических рядов лишь при 1>>h .

Идеальный газ нейтральных невырожденных релятивистских фер-
мионов в магнитном поле мы не рассматриваем, поскольку отсутствуют
возможные астрофизические приложения в этом случае.

3.3.2 Рассмотрим теперь невырожденный идеальный релятивистский
бозе-газ  в магнитном поле. Энергия заряженного бозона с массой m дается
выражением

( )122 22242 +++= nBmcpccm z me .         (3.53)
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Учитывая, что
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получаем
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При выводе (3.56) использованы соотношения [9, с. 330, 337]:
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Аналогично случаю фермионов, бесселевы функции можно предста-
вить в виде асимптотических рядов лишь при 11 >>+ hg .

3.4 Газы из пар «частица-античастица» в магнитном поле

Задача о рождении электронно-позитронных пар в горячем веществе
за счет столкновения частиц имеет важное значение для определения кри-
терия устойчивости звезд на поздней стадии эволюции. Этот процесс, на-
ряду с термической диссоциацией ядер и URCA-процессом, является «хо-
лодильником», который отводит тепло из недр далеко проэволюциониро-
вавшей звезды, что приводит к нарушению гидродинамического равнове-
сия и вспышке сверхновой [12].

Поскольку в горячих астрофизических объектах возможны процессы
рождения не только электронно-позитронных, но и других пар «частица-
античастица», естественна задача исследования влияния сильного магнит-
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ного поля на параметры вещества, в состав которого входят указанные па-
ры.

Рассмотрим образование фермионных (например, мюонных) пар в
результате теплового движения частиц звездной плазмы, считая, что рож-
дающиеся частицы находятся в равновесии с излучением:

gmm ®+ -+ ,         (3.59)

где g – один или несколько g -квантов. Т. к. мюоны не могут образоваться
в свободном состоянии в результате каких-либо иных процессов, можно
считать, что концентрации +- = mm nn , а для химических потенциалов запи-
сать равенство:

0º= -+
mm cc .         (3.60)

Температура, при которой энергия теплового движения мюонов ста-
новится релятивистской 122 1023,1/ ×== kcmT mm K, поэтому вплоть до тем-
ператур T ~ 1012 K  эти частицы можно считать нерелятивистскими. В свя-
зи с тем, что мюоны возникают в горячем веществе звезды только за счет
энергии теплового движения, их необходимо считать невырожденными.

Применим полученные в подразделе 3.2 соотношения для термоди-
намического описания газа из фермионных пар в магнитном поле. Считая
собственный магнитный момент фермиона равным его магнетону

( )/ 2e mcm = h  и учитывая (3.60), представим большой термодинамический
потенциал в виде (см. (3.25))
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При этом

( ) ( ) ( ) ( )
3/2 2

5/2
2

0 20 exp 0
4

V m mcΩ kT N kT
kTp

±
± ±æ öæ ö

ç ÷ç ÷
è ø è øh

,         (3.62)

т.е. при фиксированной температуре отношение давлений замагниченного
и незамагниченного газов равно отношению концентраций и равно

= - - = - ×
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где /B kTa m= .
Аналогичные соотношения можно записать для невырожденного

идеального нерелятивистского газа из бозонных (например, пионных) пар
(собственный магнитный момент пиона равен нулю):

gpp ®+ -+ ,         (3.64)
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Используя формулы подраздела 3.3, можно получить также соответ-
ствующие соотношения для термодинамических характеристик невырож-
денных идеальных релятивистских газов из фермионных или бозонных пар.

= = ×
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4 ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ И ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

Задание 4.1
Изучение явления поляризации крайне вырожденных идеальных

ферми-газов в магнитном поле

4.1.1 Для нерелятивистских протонов в приближении крайнего вырож-
дения построить графики зависимостей полной pe  и кинетической pke  энер-
гий протона от проекции импульса pzp  протона на направление индукции
B
r

 постоянного и однородного магнитного поля. Использовать выражение
для полной энергии протона в магнитном поле:

( ) BsnB
m
p

Bs яpя
p

pz
яppkp msmmsee 212

2
2

2

+++=+= , (4.1)

где n =  0,  1,  2,  …; 2/1m=s ; pm  – масса протона, ps » 2,793 – величина
отношения собственного магнитного момента протона к ядерному магне-
тону яm .
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Решение задания 4.1.1

Графики зависимостей pe  и pke  от pzp  представлены на рисунках 4.1 и 4.2:

Рисунок 4.1 Рисунок 4.2
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4.1.2 Записать выражение для числа квантовых состояний протона c
определенным направлением спина, находящегося в объеме V и обладаю-
щего проекцией импульса от pzp  до pzpz dpp + , при наличии магнитного
поля (аналогичное выражению (2.12) для числа квантовых состояний элек-
трона).

Решение задания 4.1.2
Число квантовых состояний протона c определенным направлением

спина, находящегося в объеме V и обладающего проекцией импульса от
pzp  до pzpz dpp + , при наличии магнитного поля дается выражением:
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Несложно убедиться, что
ez

e
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p
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= , поскольку Beяp mm mm = , но при

этом e
pk

p

p

p
p g

d
dG

Vd
dG

V
g ¹==

ee
11 . Здесь pg также является разрывной функ-

цией энергии, а для фиксированных значений pe , n и s (или pke , n и s) ве-
личина pg  увеличивается с ростом В.
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4.1.3 Для нерелятивистских протонов в приближении крайнего вырож-
дения построить графики зависимостей полной pe  и кинетической pke  энер-
гий протона от плотности числа квантовых состояний pq  протона на на-
правление индукции B

r

 постоянного и однородного магнитного поля.
Использовать выражение (4.1) для полной энергии протона в магнитном
поле.

Решение задания 4.1.3

Графики зависимостей pe  и pke  от pq  представлены на рисунках 4.3 и 4.4:

Рисунок 4.3 Рисунок 4.4

Легко видеть, что при увеличении индукции магнитного поля, как и
в случае электронов, растет степень поляризации протонного газа и имеет-
ся принципиальная возможность его полной поляризация.
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4.1.4 Из условия нормировки получить выражение для концентрации
крайне вырожденного идеального протонного газа в магнитном поле.

Решение задания 4.1.4

Концентрация протонов в магнитном поле определяется выражени-
ем:
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( ) ( ))pяp nBB smz -+-+ 12 , (4.3)

где ( )Bpz  – химический потенциал протонного газа, измеренный с точно-

стью до слагаемого 2cmp  (максимальная полная энергия протона); ­pt ,

­pn  и ¯pt , ¯pn  – максимальные кинетические энергии и концентрации
протонов с магнитными моментами, соответственно параллельными и ан-
типараллельными внешнему полю. Суммирование в (4.3) ведется от нуля
до максимальных значений номеров квантовых уровней Ландау n, при ко-
торых выражения под знаками радикалов неотрицательны.



43

4.1.5 Получить соотношения, с помощью которых можно найти сте-
пень поляризации крайне вырожденного идеального протонного газа в
магнитном поле. Сформулировать условие полной поляризации указанно-
го газа и сравнить его с условием квантового предела сверхсильного маг-
нитного поля (n = 0, 2/1-=s ).

Решение задания 4.1.5

Учитывая, что степень поляризации протонного газа

p

pp
p n

nn
p ¯­ -=0 , (4.4)

из (4.3) и (4.4) получаем:
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Исключить величину ( )Bpz  из (4.5) и (4.6) или выразить в явном виде не
представляется возможным.

Полная поляризация имеет место, если

( ) ( )pяp BB smz +£ 1 . (4.7)

Подставляя это выражение в (4.5), находим

21
2 2/32/32/3

32

-+-+£ ppp
яp

p

Bm
n

sss
m

p h
. (4.8)

Итак, протонный газ полностью поляризован, если

( )
( )

( ) 3/13/13/2

3/223/4

**2 p

p

pяp

p B
m

n
B

ssm

p
=³

h
, (4.9)
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где

( ) 214,1521*
2
»-+-+= pppp ssss ,         (4.10)

( )pB  – значение индукции, соответствующее квантовому пределу сверх-
сильного магнитного поля для протонов (при ( )pBB ³ n =  0, 2/1-=s ,

( ) ( )pяp BB smz -£ 3 ). При ep nn =  имеет место ( ) ( ) 3/27108,3 p
ep nBB -×»=  Гс.

Таким образом, критерий полной поляризации для электронов совпа-
дает с критерием квантового предела, а для протонов критерий квантового
предела более жесткий, чем критерий полной поляризации.
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Задание 4.2
Изучение влияния магнитного поля на термодинамические

характеристики крайне вырожденных идеальных
нерелятивистских ферми-газов

4.2.1 Используя формулу (2.23) для большого термодинамического
потенциала в параметрическом представлении и метод термодинамических
функций, получить выражения для химического потенциала jz  и макси-
мальной кинетической энергии jt  частицы в общем случае произвольного
крайне вырожденного идеального нерелятивистского ферми-газа в посто-
янном и однородном магнитном поле с индукцией В. Проиллюстрировать
с помощью соответствующих графиков зависимости указанных величин от
индукции магнитного поля для электронного, протонного и нейтронного
газов.

Решение задания 4.2.1

Полное число частиц

( )
,j

j
j

j V B

Ω B
N

z

æ ö¶
= -ç ÷ç ÷¶è ø

.         (4.11)

Учитывая, что (см. формулы подраздела 2.2)

( )
( )

( ) 3/22 3

3/2 3/2

3 0

2
j j

j

j

n
R x

Bm B

p z
mm

æ ö
= = ç ÷

è ø

h
,

( )
B
B

x j
j m

z
= ,         (4.12)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

5/2
5/2

5/25/3
3/2

2 20 0
5 5 0

j
j j j j j j

jj

R x BΩ B N N R x
R x

m
z z

z

æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

,     (4.13)

( ) ( )5/2
3/2

5
2

j
j

j

dR x
R x

dx
= ,         (4.14)

находим химический потенциал, отсчитываемый от энергии покоя фермиона:

= - =-
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( ) ( ) ( )j

j
jj xR

x
B 3/2

2/3

0zz = ,         (4.15)

Формулы (2.30) и (2.31) определяют полную энергию соответствую-
щего фермиона в магнитном поле; при вычислении кинетических энергий
мы должны опустить в этих формулах последние слагаемые. Если значе-
ния jzp  и jp  в (2.30) и (2.31) максимальны, то ( )Bjj ze = . Тогда макси-
мальная кинетическая энергия фермиона

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2/3 2/3
3/2 3/2

0 0j j j j
j j j j j

j j

x x
B B B

R x R x
s s

t z s m z t
+ +

.         (4.16)

Для графической иллюстрации приведенных соотношений учтем,
что

( )
( ) ( )2/3

3/20
j j

j j

B x
R x

z
z

= ,
( )
( ) ( )2/3

3/20
j j j

j j

B x
R x

t s
t

+
= ,

( ) ( )2/3
3/2

0j
jR x

B
z
m

= .         (4.17)

Задавая значения параметра jx , несложно табулировать представленные в
(4.17) безразмерные величины и строить соответствующие графики (см.
рисунок 4.5).

Легко видеть, что термодинамические характеристики заряженных
фермионов осциллируют в магнитном поле. Каждому значению номера
квантового уровня Ландау n соответствуют два пика (для электронов при
выбранном масштабе эти пики практически сливаются: например, для n =
1 имеем ( ) ( )0/ ee B zz  =  1,21  и ( ) ( )0/ ee B zz  = 1,19 при ( ) ( )Be mz /0  =  1,65  и
( ) ( )Be mz /0  = 1,69 соответственно). Характеристики парамагнитного ней-

тронного газа осцилляций не имеют, т. к. движение нейтрона в магнитном
поле не квантуется. В отличие от электронного газа химические потенциа-
лы нуклонов при любых значениях магнитного поля меньше, чем без поля.

= + = =
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Рисунок 4.5 – Зависимости химических потенциалов (1–3)
и максимальных кинетических энергий (4–6) крайне

вырожденных идеальных электронного (1; 4),
нейтронного (2; 5) и протонного (3; 6) газов

от индукции магнитного поля
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4.2.2 Используя формулу (2.23) для большого термодинамического
потенциала в параметрическом представлении и метод термодинамических
функций, получить выражение для давления jP  в общем случае произ-
вольного крайне вырожденного идеального нерелятивистского ферми-газа
в постоянном и однородном магнитном поле с индукцией В. Проиллюст-
рировать с помощью соответствующих графиков зависимость давления от
индукции магнитного поля для электронного, протонного и нейтронного
газов.

Решение задания 4.2.2

Давление

( ) ( ) ( ) ( )
( )

5/2
5/3
3/2

0 jj
j j

j j

R xΩ B
P B P

V R x
= - = ,         (4.18)

где

( ) ( )0
5
20 jjj nP z= .         (4.19)

Графики представлены на рисунке 4.6.
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Рисунок 4.6 – Зависимости давлений крайне
вырожденных идеальных электронного (1),

нейтронного (2) и протонного (3) газов
от индукции магнитного поля
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4.2.3 Используя формулу (2.23) для большого термодинамического
потенциала в параметрическом представлении и метод термодинамических
функций, получить выражения для средних полной jE  и кинетической jT
энергий в общем случае произвольного крайне вырожденного идеального
нерелятивистского ферми-газа в постоянном и однородном магнитном по-
ле с индукцией В. Проиллюстрировать с помощью соответствующих гра-
фиков зависимости указанных величин от индукции магнитного поля для
электронного, протонного и нейтронного газов.

Решение задания 4.2.3

Средняя полная энергия ферми-газа в магнитном поле:

( ) ( )
( )

3/2 5/2
5/3
3/2

2,52( ) ( ) ( ) (0)
3

j j j
j j j j j

j

x R x R x
E B Ω B N B E

R x
z

-

( ) ( )
( )j

jjj
jj xR

xRxRx
VP 3/5

2/3

2/52/35,2
)0(

-
= ,         (4.20)

где

( ) ( )0
5
20 jjj nP z= , ( ) ( )0

2
30 jjj PVE = .         (4.21)

Формулы записаны без слагаемых, определяющих энергию покоя фермио-
нов.

Выражение для средней кинетической энергии ферми-газа в магнит-
ном поле может быть представлено в виде

( ) ( ) ( ) ( )
( )j

j
jjj xR

xR
EBEBT 3/5

2/3

0
3
5

-= ,         (4.21)

где для заряженных и нейтральных фермионов соответственно:

( ) ( ) ( )( )å
=

+------=
l

n
qqqqqq nxnxxR

0

2/12/1 1212
2
3 sss ,  (4.22)

( ) ( ) ( )( )2/32/3

2
1

nnnnn xxxR ss +--= .         (4.23)

= + = =
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Графики представлены на рисунке 4.7. Осцилляционным пикам ки-
нетической энергии на рисунке 4.7 соответствуют перегибы графиков пол-
ной энергии. При рассматриваемых значениях В средние полные энергии
всех ферми-газов меньше соответствующих величин в отсутствие поля, а
средние кинетические энергии больше

Рисунок 4.7 – Зависимости средних полных (1–3)
и средних кинетических (4–6) энергий крайне
вырожденных идеальных электронного (1; 4),
нейтронного (2; 5) и протонного (3; 6) газов

от индукции магнитного поля.
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4.2.4 Используя формулу (2.23) для большого термодинамического
потенциала в параметрическом представлении и метод термодинамических
функций, получить выражение для магнитной восприимчивости jk  в об-
щем случае произвольного крайне вырожденного идеального нерелятиви-
стского ферми-газа в постоянном и однородном магнитном поле с индук-
цией В. Проиллюстрировать с помощью соответствующих графиков зави-
симости магнитной восприимчивости от индукции магнитного поля для
электронного, протонного и нейтронного газов.

Решение задания 4.2.4

Магнитная восприимчивость

( ) ( ) ( )
( )

5/2 3/2
0 1/3

3/2,

1

j

j j j
j j

j jB

R x x R xΩ B
V B B R xz

k k
-¶æ ö

= - =ç ÷¶è ø
,         (4.24)

где

( )0

2

0
j

j
j

n
z
m

k = .         (4.25)

Графики представлены на рисунке 4.8.
Наличие у протона аномального магнитного момента, превышающе-

го по величине ядерный магнетон, приводит к преобладанию парамагнит-
ной составляющей восприимчивости над диамагнитной во всем диапазоне
изменения индукции магнитного поля В (для электронного газа, как отме-
чалось в [3] и видно на рисунке 2.8, может иметь место и обратный эф-
фект).
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Рисунок 4.8 – Зависимости магнитных восприимчивостей
 крайне вырожденных идеальных электронного (1),

нейтронного (2) и протонного (3) газов
от индукции магнитного поля.
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4.2.5 Получить выражения для химического потенциала jz  и макси-
мальной кинетической энергии jt  частицы, давления jP , средних полной

jE  и кинетической jT  энергий, магнитной восприимчивости jk  в общем
случае произвольного крайне вырожденного идеального нерелятивистско-
го ферми-газа в предельном случае слабого магнитного поля с индукцией
В.

Решение задания 4.2.5

В предельном случае слабых магнитных полей (при больших значе-
ниях jx  и n) величина jx  не превышает значительно 2n . По формуле сум-
мирования Эйлера-Маклорена [11]

( ) ( )2 1 2 12
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1( ) ( ) ( ) (0) ( ) (0)
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ll m
n nn
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Bf n f t dt f l f f l f
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= + + + + +å åò
2 22 2 ( )
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lB f
m

q+++
+

,         (4.26)

где iB  – числа Бернулли; m, l = 1, 2, 3, ...; 0 1.lq< <  В частности, это дает:
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æ ö= + +ç ÷
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Тогда для заряженных фермионов несложно получить

( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
+» 2

2
2/3

2/3 8
13

1
q

q
qq x

xxR
s

,         (4.28)

( ) ( )
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
+» 2

2
2/5

2/5 8
135

1
q

q
qq x

xxR
s

,         (4.29)

( ) ( ) ( )
( ) ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
-×»

012
13

10 2

222

q

q
qq

B
B

z
ms

zz ,         (4.30)



55

( ) ( ) ( )
( )

( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
-+×»

012
13

0
10 2

222

q

q

q

q
qq

BB
B

z
ms

z
ms

zt ,         (4.31)

( ) ( ) ( )
( ) ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
+×»

012
135

10 2

222

q

q
qq

B
PBP

z
ms

,         (4.32)

( ) ( ) ( )
( ) ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
-×»

012
135

10 2

222

q

q
qq

B
EBE

z
ms

,         (4.33)

( ) ( ) ( )
( ) ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
+×»

012
135

10 2

222

q

q
qq

B
EBT

z
ms

,         (4.34)

( ) ( ) ( )
( ) ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
-×-»

024
13

113
2
1

2

222
2

0
q

q
qqq

B
B

z
ms

skk .         (4.35)

Для нейтронов
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В слабых магнитных полях с ростом индукции В убывают величины
( )Bjz , ( )BE j  и возрастает ( )BPj , ( )Bjt , ( )BT j , что вполне согласуется с

теорией парамагнетизма Паули [1] (в слабых магнитных полях диамагне-
тизм Ландау не проявляется). Несложно убедиться, что при 0®B  имеет
место ( ) ( )0jj B zz ® , ( ) ( ) ( )00 jjj B ztt =® , ( ) ( )0jj PBP ® , ( ) ( )0jj EBE ® ,
( ) ( ) ( )00 jjj ETBT =® , а также ( ) ®ee B 0/kk 1,00348, ( ) ®pp B 0/kk 11,2013,
( ) ®nn B 0/kk 5,4899.
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4.2.6 Получить выражения для химического потенциала jz  и макси-
мальной кинетической энергии jt  частицы, давления jP , средних полной

jE  и кинетической jT  энергий, магнитной восприимчивости jk  в общем
случае произвольного крайне вырожденного идеального нерелятивистско-
го ферми-газа в квантовом пределе сверхсильного магнитного поля с ин-
дукцией В.

Решение задания 4.2.6

В квантовом пределе сверхсильных магнитных полей для заряжен-
ных фермионов n = 0, и магнитные моменты всех микрочастиц направлены
по полю. Тогда
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При этом нижняя граница сверхсильного магнитного поля для про-
тонов и электронов одинакова:
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3/223/4
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n
BB -×===
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p h

 (Гс).         (4.51)

Для нейтронов поле сверхсильное, если nnx s£ . В этом случае

( ) ( )annna xxR s+=
2
1 ,         (4.52)

и

( ) ( ) BB nnn mszz -= 02 3/2 ,         (4.53)

( ) ( )02 3/2
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nn EBT = ,         (4.57)
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s mk = ,         (4.58)

Нижняя граница сверхсильного для нейтронов магнитного поля
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Таким образом, химические потенциалы рассматриваемых ферми-га-
зов при заданных их концентрациях уменьшаются с ростом индукции
сверхсильного магнитного поля и достигают нуля при
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для заряженных фермионов и при

( )
ms
z

n

nB 02 3/2

=         (4.61)

для нейтронов, а при более высоких значениях В (в соответствующих ре-
альных условиях вряд ли достижимых) становятся отрицательными вели-
чинами. Давления протонного и электронного газов и магнитные воспри-
имчивости всех трех газов стремятся к нулю при ¥®B . Давление и сред-
няя кинетическая энергия нейтронного газа (как и максимальная кинетиче-
ская энергия нейтрона) во всей области сверхсильных магнитных полей
больше соответствующих величин в отсутствие поля в 22/3 раза и не зави-
сят от В, что вполне согласуется с теорией парамагнетизма Паули: после
ориентации магнитных моментов всех нейтронов по полю нет прироста
кинетической энергии. Для заряженных фермионов величины ( )Bqt  и
( )BTq  с ростом индукции сверхсильного магнитного поля сначала несколь-

ко уменьшаются, а затем существенно возрастают. Такая зависимость обу-
словлена одновременным проявлением парамагнитных и диамагнитных
свойств ферми-газов, в частности, увеличением плотности числа кванто-
вых состояний из-за диамагнетизма Ландау. Средние полные энергии всех
трех газов в сверхсильном магнитном поле уменьшаются.
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Задание 4.3
Изучение влияния магнитного поля на термодинамические

характеристики крайне вырожденных идеальных
релятивистских ферми-газов

4.3.1 Используя формулу (2.33) для большого термодинамического
потенциала в параметрическом представлении и метод термодинамических
функций, получить выражения для химического потенциала qc , давления

qP , средней полной энергии qE  и магнитной восприимчивости qk  в общем
случае произвольного крайне вырожденного идеального релятивистского
газа заряженных фермионов в постоянном и однородном магнитном поле с
индукцией В.

Решение задания 4.3.1

Используя известные [3] соотношения:
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q
q

q V B

Ω
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= -ç ÷ç ÷¶è ø
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q B
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V B B c
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¶æ ö

= - ç ÷¶è ø
,         (4.62)

для химического потенциала, давления, средней полной энергии и магнит-
ной восприимчивости соответственно получаем:
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( ) ( ) 3/4
2

1422 0
2 R

Rcm
V

N
BP qq

q
q -= c ,         (4.64)
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где величины 1R , 2R , qX , qY , ( )0qc  даются формулами (2.34)–(2.38),
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В квантовом пределе сверхсильных магнитных полей (при n =  0  и
2/1-=s ) имеем:
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4.3.2 Пренебрегая величиной аномального магнитного момента элек-
трона по сравнению с магнетоном Бора, получить уравнение состояния
крайне вырожденного идеального релятивистского электронного газа в по-
стоянном и однородном квантующем магнитном поле с индукцией В. Рас-
смотреть частный случай ультрарелятивистского газа.

Решение задания 4.3.2

Используя соотношения (4.64), (4.65), а также (2.34)–(2.38), (4.68),
(4.69) при 1=es , представим выражения для давления и плотности энер-
гии крайне вырожденного идеального релятивистского электронного газа в
квантующем магнитном поле в виде:
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где
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Суммирование в (4.75) и (4.76), ведется до тех пор, пока выражения
под соответствующими радикалами неотрицательные.

Выражения (4.72) и (4.73) дают искомое уравнение состояния в па-
раметрическом представлении.
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При ep nn =  имеет место

( ) ( )pe xRXR 2/32 = .         (4.77)

Отсюда следует, в частности, что и для релятивистских электронов нижняя
граница сверхсильного магнитного поля определяется выражением (4.51).

В квантовом пределе сверхсильных магнитных полей для релятиви-
стских электронов
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2 = ,         (4.78)
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= .         (4.80)

Для ультрарелятивистских электронов в квантующем магнитном по-
ле 2cmee >>x , ee YX >>2 ; при этом в квантовом пределе сверхсильного маг-

нитного поля ( ) 2
1 2

3
ee XXR = , и уравнение состояния имеет вид:

( ) ( ) ( )BnBwBP eeee x×==
2
1 .         (4.81)
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Задание 4.4
Изучение влияния магнитного поля на термодинамические

характеристики невырожденных идеальных
нерелятивистских ферми-газов

4.4.1 Используя формулы (3.27), (3.31)–(3.33), построить графики за-
висимости химического потенциала от индукции магнитного поля для не-
вырожденных идеальных нерелятивистских электронного, протонного и
нейтронного газов.

Решение задания 4.4.1

Формулы (3.31)–(3.33) справедливы при больших значениях jA .
Фиксируя значение 1>>jA  (т.  е. 10³jA ), мы фиксируем, тем самым, ве-

личину 3/2/ jj nTm , а задавая значение ja , задаем величину TBm j / . При

этом величина ( ) BnAz jjj /const 3/213/2 ×==
-

a  не зависит явно от температу-
ры, и при заданной концентрации фермионов jn изменяется с изменением
индукции магнитного поля В аналогично величине

( ) ( ) BnB jj /const/0 3/2
1 ×=mz  (см. комментарии к построению графиков,

представленных на рисунке 4.5).
Графики зависимости химического потенциала от индукции магнит-

ного поля для невырожденных идеальных нерелятивистских электронного,
протонного и нейтронного газов приведены на рисунке 4.9. Расчеты хими-
ческого потенциала каждого из ферми-газов проведены для значений

10=jA  и 100=jA . Из рисунка 4.9 видно, что в достаточно сильных маг-
нитных полях абсолютные величины химических потенциалов всех трех
ферми-газов заметно возрастают. При 0®B  имеет место ( ) ( )0jj B zz ® .
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1–3 – А = 10; 4–6 – А = 100.

Рисунок 4.9 – Зависимости химических потенциалов невырожденных
идеальных нерелятивистских электронного (1, 4), нейтронного

(2, 5) и протонного (3, 6) газов от индукции магнитного поля при
фиксированных концентрациях фермионов и температурах
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4.4.2 Используя формулы (3.25), (3.26) для большого термодинами-
ческого потенциала и метод термодинамических функций, получить выра-
жения для средней энергии jE  невырожденных идеальных нерелятивист-
ских газов заряженных и нейтральных фермионов в постоянном и одно-
родном магнитном поле с индукцией В. Проиллюстрировать с помощью
соответствующих графиков зависимости средней энергии от индукции
магнитного поля для электронного, протонного и нейтронного газов.

Решение задания 4.4.2

Средняя энергия ферми-газа, вычисленная с точностью до слагаемо-
го jj Ncm 2 , связана с большим термодинамическим потенциалом соотно-
шением [3]:

,, j jj

j j
j j j j j j

j VV T

Ω Ω
E Ω T N kT N TS

T z

z z
z

æ ö¶ ¶æ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷¶ ¶è øè ø

.    (4.82)

Отсюда находим:
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ç
è
æ -+×= qqqqqqqq EBE asasaa thcth
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20 ,         (4.83)

( ) ( ) ( )÷
ø
ö

ç
è
æ -×= nnnnnn EBE asas th

3
210 ,         (4.84)

где

( ) kTNE jj 2
30 = .         (4.85)

Графики представлены на рисунке 4.10. Из рисунка 4.10 видно, что
для электронного газа ( 1»es ) средняя энергия с ростом В при T = const
уменьшается и стремится в пределе к величине ( ) 2/3/0 kTNE ee = . Это
объясняется, очевидно, «вымораживанием»  двух степеней свободы заря-
женного фермиона сверхсильным магнитным полем (в соответствии с тео-
рией диамагнетизма Ландау). Средние энергии нуклонных газов с увели-

= - - = - + +
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чением В существенно уменьшаются и при определенных (вряд ли дости-
жимых в реальных условиях) значениях В становятся отрицательными ве-
личинами, что обусловлено преобладанием в сверхсильных магнитных по-
лях парамагнитных явлений над диамагнитными из-за существенных от-
личий собственного магнитного момента протона от ядерного магнетона и
собственного магнитного момента нейтрона от нуля. При 0®B  имеет ме-
сто ( ) ( )0jj EBE ®  для всех рассматриваемых газов.

Рисунок 4.10 – Зависимости средних энергий невырожденных
идеальных нерелятивистских электронного (1), нейтронного
(2) и протонного (3) газов от индукции магнитного поля при
фиксированных концентрациях фермионов и температурах
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4.4.3 Используя формулы (3.25), (3.26) для большого термодинами-
ческого потенциала и метод термодинамических функций, получить выра-
жения для намагничения jM  невырожденных идеальных нерелятивист-
ских газов заряженных и нейтральных фермионов в постоянном и одно-
родном магнитном поле с индукцией В. Проиллюстрировать с помощью
соответствующих графиков зависимости намагничения от индукции маг-
нитного поля для электронного, протонного и нейтронного газов.

Решение задания 4.4.3

Намагничение газа заряженных фермионов

( ) ( )0
, ,

1 1 th cth
q

q
q q q q q q

q qV B

Ω
M B M

V B z

s s a a
a

æ ö¶æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷¶è ø è ø

;  (4.86)

намагничение нейтронного газа

( ) ( )nnnnn MBM ass th0= ,         (4.87)

где jj nM m=0 . При 1»= ej ss  формула (4.86) переходит в соответствую-
щее выражение [3, с. 273] для электронного газа:

( ) ( )÷
÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

ee
ee MBM

aa 2sh
11

0 .         (4.88)

Соотношение (4.87) представляет собой частный случай квантового анало-
га формулы Ланжевена для частиц с полуцелым спином (см., например,
[3]).

Графики представлены на рисунке 4.11. Из рисунка 4.11 видно, что
намагничение нейтронного газа быстро достигает насыщения (при этом

( ) nnn MBM 0s= ), а намагничение газа заряженных фермионов сначала рас-
тет, а затем уменьшается (при ¥®qa ( ) 1/ 0 -® qqq MBM s ).

= - = + -
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Рисунок 4.11 – Зависимости намагничений невырожденных
идеальных нерелятивистских электронного (1), нейтронного
(2) и протонного (3) газов от индукции магнитного поля при
фиксированных концентрациях фермионов и температурах
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4.4.4 Используя формулы (3.25), (3.26) для большого термодинами-
ческого потенциала и метод термодинамических функций, получить выра-
жения для энтропии jS  невырожденных идеальных нерелятивистских га-
зов заряженных и нейтральных фермионов в постоянном и однородном
магнитном поле с индукцией В. Проиллюстрировать с помощью соответ-
ствующих графиков зависимости энтропии от индукции магнитного поля
для электронного, протонного и нейтронного газов.

Решение задания 4.4.4

Энтропия ферми-газа:

( ) ( )
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Это дает
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где

(0) (2,5 ln )j j jS N k A= + .         (4.92)

Графики представлены на рисунке 4.12. Из рисунка 4.12 видно, что
энтропии всех рассматриваемых ферми-газов с ростом ja  сначала убыва-
ют, причем имеет место ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 10/0/0/ <<< eennpp SBSSBSSBS . Даль-
нейшее увеличение ja  (т. е. возрастание индукции магнитного поля при
фиксированной температуре) приводит к стабилизации значений

( ) ( )0/ nn SBS  и увеличению соответствующих отношений для электронного
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и протонного газов. При достаточно больших значениях qa  имеет место
даже ( ) ( )0qq SBS > , однако вызывает большие сомнения возможность су-
ществования столь сильных магнитных полей в природных условиях. При

0®B  имеем ( ) ( )0jj SBS ®  для всех рассматриваемых газов.

1–3 – А = 10; 4–6 – А = 100.

Рисунок 4.12 – Зависимости энтропий невырожденных идеальных
нерелятивистских электронного (1, 4), нейтронного (2, 5) и
протонного (3, 6) газов от индукции магнитного поля при

фиксированных концентрациях фермионов и температурах
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Задание 4.5
Изучение влияния магнитного поля на термодинамические

характеристики невырожденных идеальных
нерелятивистских бозе-газов

4.5.1 Используя формулы (3.43), (3.44), построить график зависимо-
сти химического потенциала от индукции магнитного поля для невырож-
денного идеального нерелятивистского бозе-газа.

Решение задания 4.5.1

График зависимости химического потенциала от индукции магнит-
ного поля для невырожденного идеального нерелятивистского бозе-газа
представлен на рисунке 4.13.

1– А = 10; 2 – А = 100.

Рисунок 4.13 – Зависимость химического потенциала невырожденного
идеального нерелятивистского газа заряженных бозонов от индукции

магнитного поля при фиксированных концентрации и температуре
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4.5.2 Используя формулу (3.41) для большого термодинамического
потенциала и метод термодинамических функций, получить выражение
для средней энергии jE  невырожденного идеального нерелятивистского
газа заряженных бозонов в постоянном и однородном магнитном поле с
индукцией В. Построить график зависимости средней энергии бозе-газа от
индукции магнитного поля.

Решение задания 4.5.2

Средняя энергия бозе-газа

( ) ( )
,,

2 10 cth
3 2VV T

Ω ΩE B Ω T E
T z

z a a
z

æ ö¶ ¶æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷¶ ¶è ø è øè ø

,  (4.93)

где

( ) 30
2

E NkT= .         (4.94)

График зависимости средней энергии от индукции магнитного поля
для невырожденного идеального нерелятивистского бозе-газа представлен
на рисунке 4.14.

= - - = × + ×
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Рисунок 4.14 – Зависимость средней энергии невырожденного
идеального нерелятивистского газа заряженных бозонов от

индукции магнитного поля при фиксированных концентрации
и температуре
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4.5.3 Используя формулу (3.41) для большого термодинамического
потенциала и метод термодинамических функций, получить выражение
для намагничения jM  невырожденного идеального нерелятивистского газа
заряженных бозонов в постоянном и однородном магнитном поле с индук-
цией В. Построить график зависимости намагничения бозе-газа от индук-
ции магнитного поля.

Решение задания 4.5.3

Намагничение бозе-газа

( ) 0
, ,

1 1 cth
V B

ΩM B M
V B z

a
a

¶æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷¶è ø è ø

;         (4.95)

где 0M nm= .

График зависимости намагничения от индукции магнитного поля для
невырожденного идеального нерелятивистского бозе-газа представлен на
рисунке 4.15.

Рисунок 4.15 – Зависимость намагничения невырожденного
идеального нерелятивистского газа заряженных бозонов от

индукции магнитного поля при фиксированных концентрации
и температуре
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4.5.4 Используя формулу (3.41) для большого термодинамического
потенциала и метод термодинамических функций, получить выражение
для энтропии jS  невырожденного идеального нерелятивистского газа за-
ряженных бозонов в постоянном и однородном магнитном поле с индук-
цией В. Построить график зависимости энтропии бозе-газа от индукции
магнитного поля.

Решение задания 4.5.4

Энтропия бозе-газа

( ) ( ) ( )
, ,

ln cth 1
sh0 1

2,5 lnV B

Ω B
S B S

T A
z

a a a
a

æ ö+ -ç ÷¶æ ö
ç ÷ç ÷¶ +è ø ç ÷
è ø

,  (4.96)

где

(0) (2,5 ln )S N k A= + .         (4.97)

График зависимости энтропии от индукции магнитного поля для не-
вырожденного идеального нерелятивистского бозе-газа представлен на ри-
сунке 4.16.

= - = × +
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1– А = 10; 2 – А = 100.

Рисунок 4.16 – Зависимость энтропии невырожденного идеального
нерелятивистского газа заряженных бозонов от индукции магнитного

поля при фиксированных концентрации и температуре

1,10

1,05

1,00
0 0,5 1,0 1,5 2,0

S(B)/S(0)

a

2

1



78

Задание 4.6
Изучение влияния магнитного поля на термодинамические

характеристики невырожденных идеальных
релятивистских ферми- и бозе-газов

4.6.1 Учитывая, что большой термодинамический потенциал
Ω N kT= - , используя формулу (3.52) для числа частиц N и метод термо-
динамических функций, получить выражения для средней полной энергии
E, намагничения M и энтропии S невырожденного идеального релятивист-
ского газа заряженных фермионов в постоянном и однородном магнитном
поле с индукцией В.

Решение задания 4.6.1

Учитывая, что большой термодинамический потенциал

( ) ( )( )
2 2 2

1 22 3( ) ( ) exp 0,3 1,02m cVk TΩ B N B kT K K
kT
c a h h

p
æ ö
ç ÷
è øh

, (4.98)

где ( )h1K  и ( )h2K  – бесселевы функции,
kT

Bmgha ==
2

, и используя соот-

ношения

( )
, ,, , V BV T B

Ω ΩE B Ω T
T c

c
c

æ ö¶ ¶æ ö= - - ç ÷ç ÷¶ ¶è øè ø
,

( )
, ,

1

V B

M B
V B c

¶Wæ ö= - ç ÷¶è ø
, ( ) ( )

, ,V B

B
S B

T
c

¶Wæ ö
= -ç ÷¶è ø

,         (4.99)

для средней энергии, намагничения и энтропии невырожденного идеаль-
ного релятивистского ферми-газа в магнитном поле получаем соответст-
венно:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+

+++
+=

hha
hhhhah

21

10

02,130,0
/402,104,230,01

KK
KKNkBE ,   (4.100)

= - = - +
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( ) ( )
( ) ( )÷

÷
ø

ö
çç
è

æ
+

-=
hha
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21

2

02,13,0
02,11

KK
K

V
NBM ,       (4.101)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+

+++
+-=

hha
hhhhahc

21

10

02,130,0
/402,104,230,02

KK
KK

kT
BNkBS . (4.102)
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4.6.2 Учитывая, что большой термодинамический потенциал
Ω N kT= - , используя формулу (3.52) для числа частиц N и метод термо-
динамических функций, получить выражения для средней полной энергии
E, намагничения M и энтропии S невырожденного идеального релятивист-
ского газа заряженных бозонов в постоянном и однородном магнитном по-
ле с индукцией В.

Решение задания 4.6.2

Учитывая, что большой термодинамический потенциал

2 2 2

2 3( ) ( ) exp 1
2

m cVk TΩ B N B kT
kT
c g

p
æ ö
ç ÷
è øh

( ) ( )( )hgghga ++++´ 1102,1130,1 21 KK ,       (4.103)

и используя соотношения (4.99), для средней энергии, намагничения и эн-
тропии невырожденного идеального релятивистского бозе-газа в магнит-
ном поле получаем соответственно:

( ) ( ) ( )
( ) ( )+çç

è

æ

++++
+++

+=
hgghga

hggah
1102,1130,1

1104,230,1
1
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21
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Задание 4.7
Изучение влияния магнитного поля на термодинамические

характеристики невырожденных идеальных нерелятивистских
ферми- и бозе-газов из пар «частица-античастица»

4.7.1 Используя формулы (3.63), (3.67), построить графики зависимо-
сти концентраций невырожденных идеальных нерелятивистских газов из
фермионных и бозонных пар от индукции постоянного и однородного
магнитного поля.

Решение задания 4.7.1

Графики представлены на рисунке 4.17. Здесь /B kTa m= .  Из ри-
сунка легко видеть, что сильные магнитные заметно увеличивают концен-
трацию фермионных пар и уменьшают концентрацию бозонных пар.

Рисунок 4.17 – Зависимость концентраций невырожденных
идеальных нерелятивистских газов фермионных (1) и бозонных (2)
пар от индукции магнитного поля при фиксированной температуре
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4.7.2 Используя формулы (3.61), (3.66) для большого термодинами-
ческого потенциала и метод термодинамических функций, получить выра-
жения для средней энергии E невырожденных идеальных нерелятивист-
ских газов из фермионных и бозонных пар в постоянном и однородном
магнитном поле с индукцией В. Проиллюстрировать с помощью соответ-
ствующих графиков зависимости средней энергии от индукции магнитного
поля.

Решение задания 4.7.2

Для средней энергии невырожденных идеальных нерелятивистских
газов из фермионных и бозонных пар в магнитном поле в результате стан-
дартных вычислений получим соответственно:

( ) ( )
21 cth th

2
mcE B kTN B
kT

a a a a± ± æ ö
= × + + × - ×ç ÷

è ø
,       (4.106)

и

( ) ( )
21 cth

2
mcE B kTN B
kT

a a± ± æ ö
= × + + ×ç ÷

è ø
,       (4.107)

где /B kTa m= .

( ) ( )
230 0

2
mcE kTN
kT

± ± æ ö
= × +ç ÷

è ø
.       (4.108)

Графики зависимости средней энергии от индукции магнитного поля
представлены на рисунке 4.18. Расчеты проводились для температуры, со-
ответствующей условию 21,0 mckT = .
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Рисунок 4.18 – Зависимость средних энергий невырожденных
идеальных нерелятивистских газов фермионных (1) и бозонных (2)
пар от индукции магнитного поля при фиксированной температуре
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4.7.3 Используя формулы (3.61), (3.66) для большого термодинами-
ческого потенциала и метод термодинамических функций, получить выра-
жения для намагничения M невырожденных идеальных нерелятивистских
газов из фермионных и бозонных пар в постоянном и однородном магнит-
ном поле с индукцией В. Проиллюстрировать с помощью соответствую-
щих графиков зависимости намагничения от индукции магнитного поля.

Решение задания 4.7.3

Для намагничения невырожденных идеальных нерелятивистских га-
зов из фермионных и бозонных пар в магнитном поле в результате стан-
дартных вычислений получим соответственно:

( ) 0
1cth th cthM B M a a a a
a

± æ ö= × × + -ç ÷
è ø

,       (4.109)

и

( ) 0
1 cth

sh
M B M a a

a a
± æ ö= × -ç ÷

è ø
,       (4.110)

где ( )0 0M nm ±= .
Графики зависимости намагничения от индукции магнитного поля

представлены на рисунке 4.19. Из рисунка легко видеть, что намагничение
газа фермионных пар положительно и растет с ростом индукции магнитно-
го поля, намагничение газа бозонных пар отрицательно и с ростом индук-
ции увеличивается по модулю
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Рисунок 4.19 – Зависимость намагничений невырожденных
идеальных нерелятивистских газов фермионных (1) и бозонных (2)
пар от индукции магнитного поля при фиксированной температуре

1,0

0,5

0

-0,5
0 0,5 1,0 1,5 2,0

1

2

M(B)/M0

a



86

4.7.4 Используя формулы (3.61), (3.66) для большого термодинами-
ческого потенциала и метод термодинамических функций, получить выра-
жения для энтропии S невырожденных идеальных нерелятивистских газов
из фермионных и бозонных пар в постоянном и однородном магнитном
поле с индукцией В. Проиллюстрировать с помощью соответствующих
графиков зависимости энтропии от индукции магнитного поля.

Решение задания 4.7.4

Для энтропии невырожденных идеальных нерелятивистских газов из
фермионных и бозонных пар в магнитном поле в результате стандартных
вычислений получим соответственно:

( ) ( )
23 cth th

2
mcS B kN B
kT

a a a a± ± æ ö
= × + + × - ×ç ÷

è ø
,       (4.111)

и

( ) ( )
23 cth

2
mcS B kN B
kT

a a± ± æ ö
= × + + ×ç ÷

è ø
,       (4.112)

где

( ) ( )
250 0

2
mcS kN
kT

± ± æ ö
= × +ç ÷

è ø
,       (4.113)

Графики зависимости энтропии от индукции магнитного поля пред-
ставлены на рисунке 4.20. Расчеты проводились для температуры, соответ-
ствующей условию 21,0 mckT = .
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Рисунок 4.20 – Зависимость энтропий невырожденных
идеальных нерелятивистских газов фермионных (1) и бозонных (2)
пар от индукции магнитного поля при фиксированной температуре
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