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О СВЕРХРАЗРЕШИМОСТИ ГРУППЫ С ЗАДАННЫМИ УСЛОВИЯМИ 
ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТИ МАКСИМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП 

 
Подгруппа A  группы G  называется tcc-подгруппой в  G , если в G  существует подгруппа T  

такая, что G AT  и для любых X A  и Y T  существует элемент ,u X Y   такой, что  uXY G . 
Устанавливается сверхразрешимость группы G  в каждом из следующих случаев: все максимальные 
подгруппы являются tcc-подгруппами в  G ; все 2-максимальные подгруппы являются tcc-подгруппами в  G . 

 
Введение 
Рассматриваются только конечные группы. Используемая терминология соот-

ветствует [1; 2]. 
Напомним, что подгруппа H  группы G  называется 2-максимальной подгруп-

пой, если в G  найдется такая максимальная подгруппа M , в которой H  является мак-
симальной подгруппой. 

Запись H G  означает, что H  – подгруппа группы G . Подгруппы A  и B  
груп-пы G  называются перестановочными, если AB BA . Заметим, что равенство 
AB BA  равносильно тому, что AB G . 

Исследования, связанные с изучением максимальных подгрупп, относятся к од-
ному из самых перспективных направлений в теории групп. Это связано прежде всего 
с тем, что многие известные классы групп допускают описания на основе свойств мак-
симальных подгрупп. Отметим, например, что группа G  нильпотентна тогда и только 
тогда, когда все ее максимальные подгруппы нормальны; сверхразрешима тогда и только 
тогда, когда индексы всех ее максимальных подгрупп являются простыми числами 
(Б. Хупперт [2]). 

По мере развития теории максимальных подгрупп многими авторами предпри-
нимались также попытки изучения и применения 2-максимальных подгрупп. При этом 
как и для максимальных подгрупп, рассматривались группы с различными ограниче-
ниями на способ вложения обобщенно максимальных подгрупп в эти группы. Пожалуй, 
наиболее ранний результат, относящийся к этому направлению, был получен Б. Хуп-
пертом [3], установившим сверхразрешимость группы, в которой все 2-максимальные 
подгруппы нормальны. Сверхразрешимость разрешимых групп, у которых все 2-мак-
симальные подгруппы перестановочны со всеми силовскими подгруппами, была уста-
новлена Агравалем [4, теорема 6.5], а в работе [5] Л. Я. Поляков доказал, что группа 
сверхразрешима, если любая ее 2-максимальная подгруппа перестановочна со всеми 
максимальными подгруппами этой группы. Подгруппа H  из G  называется квазинор-
мальной в G , если H  перестановочна со всеми подгруппами из G . Группы, все 2-мак-
симальные подгруппы которых являются квазинормальными, были рассмотрены в ра-
боте А. Манна [6]. Очевидно, что если все максимальные подгруппы квазинормальны, 
то группа сверхразрешима, т. к. из квазинормальности подгруппы следует ее субнор-
мальность. В [6] также было установлено, что ранг разрешимой группы G  не превы-
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шает 1 при условии, что каждая ее 2-максимальная подгруппа является квазинормаль-
ной в G . Легко увидеть, что в этом случае группа G  также сверхразрешима. Подроб-
ный обзор результатов, связанных с перестановочностью максимальных подгрупп и их 
обобщений, представлен в [7]. 

Одной из фундаментальных работ последнего десятилетия, посвященных пере-
становочности обобщенно максимальных подгрупп, является работа [8], в которой 
В. Го, К. Шум и А. Н. Скиба ввели понятие tcc-перестановочной подгруппы: подгруппа 
A  группы G  называются tcc-перестановочной, если для произвольной подгруппы B  
группы G  и любых X A  и Y B  существует элемент ,u X Y   такой, что uXY G . 
Из работы [9] вытекает сверхразрешимость группы G , у которой все максимальные 
(2-максимальные) подгруппы tcc-перестановочны. 

Введем следующее 
Определение 1. Подгруппа A  группы G  называется tcc-подгруппой в G , 

если она удовлетворяет следующим условиям: 
1)  в G  существует подгруппа T  такая, что G AT ; 

2)  для любых X A  и Y T  существует элемент ,u X Y   такой, 

что  uXY G .  
Подгруппу T  в дальнейшем будем называть  tcc-добавлением к подгруппе A  

в группе G . 
Следующая теорема развивает результаты работы [9]. 
Теорема 3.1. 1. Если в группе G  все максимальные подгруппы являются tcc-

подгруппами, то G  сверхразрешима. 
2. Если в группе G  все 2-максимальные подгруппы являются tcc-подгруппами, 

то G  сверхразрешима. 
 
1. Вспомогательные результаты 
Приведем известные результаты, которые неоднократно будут использоваться 

в доказательствах. 
Если H G  и H G , то пишем H G . Через G ,  Z G ,  F G  и  Φ G  обо-

значаются коммутант, центр, подгруппы Фиттинга и Фраттини группы G  соответст-
венно;    pO G  и    pO G  – наибольшие нормальные в G  p - и p -подгруппы соот-

ветственно;  G  – множество всех простых делителей порядка группы G . Элемен-

тарная абелева группа порядка tp  и циклическая группа порядка m  обозначаются tp
E  

и mZ  соответственно, а  A B  – полупрямое произведение нормальной подгруппы A  

и подгруппы B . 
Пусть G  – группа и 
 

1 2
1 2 1 2, ,   .kaa a

k k iG p p p p p p a      
 

Пусть 
ipG  – силовская ip -подгруппа группы G . 

Говорят, что группа G  обладает силовской башней сверхразрешимого типа, 
если существует цепочка подгрупп 

 

0 1 2 11 k kG G G G G G       
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такая, что iG  нормальна в группе G  и фактор-группа 1/i iG G   изоморфна силовской 

ip -подгруппе 
ipG  из G  для всех i . 

Группа называется сверхразрешимой, если порядки ее главных факторов явля-
ются простыми числами. Через U  обозначим класс всех сверхразрешимых групп. 
Группа с нормальной силовской p -подгруппой называется p -замкнутой, а группа 
с нормальной p -холловой подгруппой называется p -нильпотентной. 

Лемма 2.1 [9, теорема 1, предложения 1–2]. Пусть G AB  – произведение 
tcc-перестановочных подгрупп A  и B . Тогда для минимальной нормальной подгруп-
пы N  группы G  справедливы следующие утверждения: 

 1     , 1,A N B N N   ; 

 2  если N A B   или 1N A N B    , то N p , где p  – простое число. 

Лемма 2.2 [10, теорема 4]. Пусть G AB  является произведением tcc-переста-
новочных подгрупп A  и B . Тогда    ,A B F G . 

Лемма 2.3 [11, лемма 6]. Предположим, что разрешимая группа GU , 
но фактор-группа /G K U  для каждой неединичной нормальной в G  подгруппы K . 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

 1        1pZ G O G G    ; 

 2  группа G  содержит единственную минимальную нормальную подгруппу N , 

     p GN F G O G C N    для некоторого  p G ; 

 3  G  – примитивная группа;  G N M , где M  – максимальная подгруппа 

в группе G  с единичным ядром; 

 4  N  – элементарная абелева подгруппа порядка np , 1n  ; 

 5  если V  – подгруппа группы G  и G VN , то xV M  для некоторого x G .  

Из леммы 2.3 легко получается следующая 
Лемма 2.4 [12]. Пусть G  – минимальная несверхразрешимая группа. Тогда 

справедливы следующие утверждения: 

 1  G  разрешима и   3G  ; 

 2  G  имеет единственную нормальную силовскую подгруппу P  и P G U ; 

 3   /P P  – минимальная нормальная подгруппа в  /G P  и  /P P p  ; 

 4  если Q  – дополнение к P  в G , то  /Q Q G  либо примарная цикличе-

ская группа, либо минимальная неабелева группа; 

 5  если   2Q  , то Q  – нециклическая группа с циклическими силовскими 

подгруппами. 

 6  если G  не является группой Шмидта, то G  имеет силовскую башню сверх-

разрешимого типа. 
Приведем некоторые свойства tcc-подгрупп. 
Лемма 2.5 Пусть A  – tсс-подгруппа группы G  и Y  – tсс-добавление к A  в G . 

Тогда справедливы следующие утверждения: 

 1  A  – tсс-подгруппа в H  для каждой подгруппы H  группы G  такой, 

что A H ; 
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 2  /AN N  – tсс-подгруппа в /G N  для каждой нормальной подгруппы N  

группы G ; 

 3  для каждой нормальной подгруппы 1A  группы A  и X Y  существует y Y  

такой, что 1
yA X G . В частности, 1A M G  для некоторой максимальной подгруп-

пы M  группы Y  и 1A H G  для некоторой  -холловой подгруппы H  разрешимой 

группы Y  и любого  G  ; 

 4  1A K G  для каждой субнормальной подгруппы K  в Y  и для каждой нор-

мальной подгруппы 1A  группы A ; 

 5  если T  нормальная подгруппа в G  такая, что T A  и 1T Y  , то 1T  

нормальная подгруппа в G  для каждой нормальной подгруппы 1T  группы A  такой, 

что 1T T ; 

 6  если T  нормальная подгруппа в G  такая, что 1T A   и T Y , 

то  1 1GA N T  для каждой нормальной подгруппы 1T  группы T  и для каждой 

нормальной подгруппы 1A  группы A ; 

 7  xA  – tсс-подгруппа группы G  и xY  – tсс-добавление к xA  в G  для лю-

бого  x G . 
Доказательство. 
1. Т. к. Y  – tсс-добавление к A  в G , то G AY , A  и Y  – tcc-перестановочные 

подгруппы из G . По тождеству Дедекинда  H H AY A H Y    . Т. к. H Y Y  , 

то для любых X A  и Z H Y   существует элемент ,u X Z   такой, что uXZ G . 
Поэтому A  и H Y  tcc-перестановочны и, значит, A  – tcc-подгруппа в H . 

2. Т. к. G AY , то   / / /G N AN N YN N . Пусть /B N  – произвольная 

подгруппа из /AN N  и /X N  – произвольная подгруппа в /YN N . Т. к. N B AN  , 
то по тождеству Дедекинда  B B AN B A N    . 

Аналогично  X X YN X Y N    . Т. к. B A A   и X Y Y  , то 

 ( )uB A X Y G    для некоторого ,u B A X Y    . Поэтому 
 

   / ( / ) ( ) / /uN uB N X N B A X Y N N G N     
 

для 
 

, / , / / , /uN B A X Y N N B X N N B N X N          . 
 

Значит, /AN N  – tcc-подгруппа в /G N . 
3. Т. к. A  – tсс-подгруппа группы G , то по определению для каждой 

нормальной подгруппы 1A  группы A  и X Y  существует 1u A X   такой, что 

1
uA X G . Т. к. u G AY YA   , то u ya  для некоторых y Y  и a A . Тогда 

 

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) .u ya y a a y a y aA X A X A X A X A X G      
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Поэтому существует подгруппа 1
yA X  в группе G  для некоторого y Y . 

Очевидно, что если X  –  -холлова подгруппа группы Y , то yH X  –  -холлова 
подгруппа группы Y . Поэтому 1A H G . Аналогично и в случае, когда X  – 

максимальная подгруппа группы Y . Тогда yM X  – максимальная подгруппа группы 
Y  и 1A M G . 

4. Поскольку K  субнормальная подгруппа в Y , то существует цепь подгрупп 
 

0 1 1n nY K K K K K     , 
 

в которой подгруппа 1iK   нормальна в iK  для всех i . Применим индукцию по n . 

По п. (3) существует y Y  такой, что 1 1 1 1
yA K A K G  . Поэтому утверждение 

справедливо для 0n   и 1n  . Значит, 2n  . Согласно п. (1) A  – tcc-подгруппа в 1AK  

и 1K  – tcc-добавление к A  в 1AK . Т. к. длина субнормальной цепи между K  и 1K  

меньше, чем n , то по индукции в группе 1AK  существует подгруппа 1A K , 

а следовательно, 1A K G . 

5. По п. 3 в группе G  существует подгруппа 1TY . Т. к. 1 1T T TY   нормальна 

в 1TY , то  1GY N T  и 1T  нормальна в G AY . 

6. Т. к. 1T  субнормальна в Y , то по п. 4 в группе G  существует подгруппа 

1 1AT G  каждой нормальной подгруппы 1A  группы A . Т. к. 1 1 1T T AT   нормальна 

в 1 1AT , то  1 1GA N T . 

7. Т. к. AY G , то x xA Y G . Пусть xK A , xL Y . Тогда 
1xK A



 , 
1xL Y



  

и существует 
1 1

,x xu K L
 

   такой, что 
1 1

( )x x uK L G
 

 . Т. к. 
 

1 1 1

, ,x x xK L K L
  

     , 
 

то существует ,v K L   такой, что 
1xu v



 . 

Поскольку 1 1x u vx  , то 
 

1 1 1 1 1

( ) ( ) .x x u x vx v xK L K L KL
    

   
 

Поэтому vKL G . Следовательно, xA  – tcc-подгруппа группы G  и xY  – ее 
tcc-добавление в G . Лемма доказана. 

 
2. Доказательство основного результата 
1. Предположим, что лемма неверна и пусть G  – контрпример минимального 

порядка. Пусть N  – неединичная нормальная в G  подгруппа и /M N  – максимальная 
подгруппа /G N . Тогда M  – максимальная подгруппа в G  и по лемме 2.5 (2) все 
фактор-группы /G N  наследуют условия теоремы. Поэтому /G N  сверхразрешима. 

Пусть H  – максимальная подгруппа и Y  – ее tcc-добавление в G . Если   1F G  , 

то G  разрешима. Поэтому   1F G   и по лемме 2.2  GY C H . Тогда H  нормальна 

в G  и :G H  – простое число. Т. к. H  – произвольная максимальная подгруппа в G , 

то группа G  сверхразрешима, а следовательно, разрешима. 
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По лемме 2.3 в G  существует единственная минимальная нормальная 
подгруппа N  такая, что 

 

     OG pN C N G F G    
 

для некоторого  p G , N  – элементарная абелева подгруппа порядка np , 1n  , 

 G N T , где T  – некоторая максимальная подгруппа группы G . 

Пусть U  – tcc-добавление к T  в G . По лемме 2.1 N U . Т. к. N  – элемен-
тарная абелева p -подгруппа, выберем нормальную подгруппу 1N  в N  такую, 

что 1N p . Тогда по лемме 2.5 (6)  1GT N N . Поскольку 1N нормальна в N , то 1N

нормальна в  G N T  и 1N N . Противоречие. Лемма доказана.  

2. Предположим, что теорема неверна и пусть G  – контрпример минимального 
порядка. По лемме 2.5 (1) и по теореме 3.1 каждая максимальная подгруппа M  будет 
сверхразрешимой. Поэтому G  – минимальная несверхразрешимая группа и применима 
лемма 2.4. Тогда группа G  разрешима,   3G   и имеет единственную нормальную 

силовскую подгруппу P G U . Очевидно, что  Φ 1G  . Поэтому P  – минимальная 

нормальная подгруппа порядка np , 1n   и  G P M , где M  – некоторая максималь-

ная подгруппа группы G . 
Если   3G  , то G  имеет силовскую башню сверхразрешимого типа 

и  M T R , где T t , R r ,  ,t r G . Подгруппы T  и R  являются 2-макси-

мальными подгруппами группы G . Тогда по условию 1 2TY G RY  , где 1Y  и 2Y  – их 

tcc-добавления в G . Кроме того, 1P Y  и 2P Y . Пусть 1P  – минимальная нормальная 

подгруппа в P . Тогда по лемме 2.5 (6)  1GT N P  и  1GR N P . Тогда 1P  нормальна 

в G PM PTR  , противоречие. 
Таким образом,   2G  . Тогда M  – q -группа. Если M q , то существует 

в M  максимальная подгруппа 1M  такая, что 1 1M  . Очевидно, что   1H P M  – мак-

симальная подгруппа в G . Т. к. H  сверхразрешима, то в H  существует максимальная 
подгруппа 1H  такая, что 1 1M H  и 1:H H p . По условию подгруппа 1H  – tcc-

подгруппа группы G . Тогда 1H V G , где V  – ее tcc-добавление в G . По лемме 2.1 

P V  и 1 1P H  . Тогда по тождеству Дедекинда 
 

 1 1 1 1 1 1H H PM H P M M     . 
 

Поэтому P p . Противоречие. 

Значит, M q  и P  – максимальная подгруппа. Пусть 1P  – максимальная под-

группа в P . Тогда по условию 1PK G , где K  – tcc-добавление к 1P  в G . По лемме 2.1 

P K  и 1 1P P  , что возможно только при P p . Противоречие. Теорема доказана. 
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Trofimuk A. A., Lukyanenko V. O. On the Supersolubility of a Group with Given Conditions 

of Permutability of Maximal Subgroups 
 
A subgroup A  of a group G  is called tcc-subgroup of  G , if there is a subgroup T  of G  such that 

G AT  and for any X A  and for any Y T  there exists an element ,u X Y   such that  uXY G . 
In present paper the supersolubility of a group G  is obtained in each of the following cases: all maximal 
subgroups of G  are tcc-subgroups in G ; all 2-maximal subgroups of G  are tcc-subgroups in  G . 
  


