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РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

С ПРОИЗВОДНОЙ КАПУТО КОМПЛЕКСНОГО ПОРЯДКА 
 

Исследована задача Коши для нелинейного дифференциального уравнения с производной Капуто 
комплексного порядка. С использованием условий равносильности задачи интегральному уравнению 
Вольтерра второго рода получены условия существования ее решения в пространстве непрерывно-
дифференцируемых функций. С помощью метода приближений Тонелли построена последовательность 
функций, сходящаяся к решению рассматриваемой задачи Коши. 
 

1. Постановка задачи 

Пусть gIa

  и yDa


  – дробные интегралы и производные Римана – Лиувилля 

комплексного порядка C  )0)(Re(   на конечном отрезке ],[ ba  действительной оси: 
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( )][Re(  – целая часть )Re( ) [1, § 2.2, 2.4]. 
Формулы целочисленного дифференцирования в большинстве своем допускают 

обобщение на нецелые порядки дифференцирования, а подстановка в формулы дробного 
дифференцирования вместо дробных порядков натуральных чисел приводит к известным 
формулам классического математического анализа. 

Ряд свойств интегралов и производных, справедливых для классического анализа, 
остаются справедливыми и для дробных производных и интегралов. Например, 
для любой суммируемой функции )(x  и для любого 0)Re(,   C  выполняется 

равенство )(xID aa   , т. е. дробная производная от дробного интеграла одного 

и того же порядка суммируемой функции есть сама функция. 
Далее, для функции ),()( 1 baLxf  , имеющей суммируемую дробную производ-

ную fDa

 , справедливо равенство 
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Если учесть, что для дробной производная порядка   функция 1)(  ax  играет 
роль константы, то можно говорить, что аналогичное свойство имеет место и в случае 
интегралов и производных натурального порядка. 

В то же время есть и такие свойства дробных интегралов и производных, анало-
гов которым не существует у производных и интегралов натуральных порядков. Так, 
дробная производная Римана – Лиувилля имеет существенный недостаток, касающийся 
ее использования в приложениях, в частности, дробная производная Римана – Лиувилля 
от константы С не равна нулю: 
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Обозначим через   )(xyDa
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  модифицированную дробную производную, 

определяемую формулой 
 

   )()(
!

)(
)()(

1
)( xaf

k

ax
xfDxyD

n

ok

k
k

aa
c


















 
 




 , (3) 

 

где   1)][Re(,0Re,   nC  при ,...}2,1{N , и n  при N . 

Если )(1,0 Nnnn    и ],[)( baCxy n  – функция, n  раз непрерывно 

дифференцируемая на ],[ ba , то при N  производная yDa
c 

  совпадает с обычной 

производной: 
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а при nn  1  оператор 
a

c D  представляется в виде композиции оператора дробного 

интегрирования 


n
aI  и оператора дифференцирования nD : 
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Конструкция (3) введена итальянским механиком Капуто [2–4], и поэтому 
выражения (3) и (5) называют дробными производными Капуто порядка C  
[5; 6; 7, § 2.4.1]. 

В отличие от дробной производной Римана – Лиувилля, дробная производная 
Капуто от константы равна нулю: 

 

 0CDa
c  . 

 

Кроме того, преимуществом определения дробной производной по Капуто явля-
ется более естественное для практических приложений решение проблемы начальных 
условий при решении дифференциальных уравнений нецелых порядков. 

С точки зрения приложений одной из наиболее актуальных задач теории диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка является построение теории их разрешимо-
сти в различных функциональных пространствах. 
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Исследуем проблему существования решения задачи Коши для нелинейного 
дифференциального уравнения с дробной производной Капуто (3) комплексного 
порядка )0,1,(   mNmim  
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с начальными условиями 
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в пространстве 
 

  ],[:],[)(],[, baCyDbaCxybaC im
a

cmmim  


  , 
 

в предположении, что функция RRbayxf ],[:],[  такая, что при любом Ry  
],[],[ baCyxf  : 
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2. Равносильность задачи Коши интегральному уравнению Вольтерра 
Используя свойства дробных производных Римана – Лиувилля (1)–(2) в про-

странстве ],[ baC , установим равносильность решения задачи Коши (6)–(7) в простран-

стве ],[ baCm  и решения интегрального уравнения Вольтерра второго рода 
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Теорема 1. Пусть )0,1,(   mNmim , а функция RRbayxf ],[:],[  
такова, что при любом Ry  ],[],[ baCyxf   и выполняется условие (8). Функция 

( ) [ , ]my x C a b  является решением задачи Коши (6) – (7) тогда и только тогда, когда 
она является решением интегрального уравнения (9). 

Доказательство. Пусть функция ( ) [ , ]my x C a b  является решением задачи 
Коши (6) – (7). Согласно (2) и (3) 
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Т. к. справедливо условие (8), то из равенства (6) следует, что 
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 , и согласно [9, лемма 1] 
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Применяя [9, лемма 4] к функции 
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находим: 
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где 
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Интегрируя по частям последнее выражение, дифференцируя полученное соот-
ношение и используя [9, лемма 3], имеем: 
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Повторяя этот процесс )1( km   ( 0,1, , )k m  раз, приходим к формуле 
 

)()(
)!1(

)(
)()(

1

1
)(

)1(1)1(
1 xat

kmj

ay
tyIxy

m

kmj

kmj
j

kmi
a

km
i 




























 










 . 

 

Осуществляя замену )( axsat  , получаем при 1, , 1k m  : 
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Т. к. ],[)()1( baCxy km  , то из последнего равенства следует, что 0)()1(
1 
 ay km

i  

( 1, , 1)k m  , и тогда (10) принимает вид 
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Применяя к обеим частям уравнения (9) оператор im
aI 
 , учитывая (11) и началь-

ные условия (7), находим, что ( ) [ , ]my x C a b  является решением интегрального 
уравнения (9). 

Пусть теперь ],[)( baCxy m – решение интегрального уравнения (9). Покажем, 
что )(xy  удовлетворяет начальным условиям (7). 
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Дифференцируем обе части равенства (7) и, учитывая [9, лемма 3], имеем 
для 1, ,k m : 
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Осуществляя замену переменной )( axsat   в интегралах (9) и (12), находим 
при 0, ,k m : 
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Переходя к пределу при 0ax  и учитывая непрерывность функции f , 
получаем равенства (7). 

Применяя оператор im
aD 
  к обеим частям уравнения (9), учитывая начальные 

условия (7) и [9, лемма 3], получим дифференциальное уравнение (6), что и завершает 
доказательство теоремы. 

 
3. Условия разрешимости задачи Коши 
Теорема 2. Пусть функция RRbayxf ],[:],[  такова, что при любом Ry  

],[],[ baCyxf   и выполняются следующие условия: 
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где 0,0  dL  – некоторые постоянные, 
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Тогда задача Коши (6) – (7) имеет по крайней мере одно решение в про-

странстве ],[, baC mim  . 
Доказательство. Рассмотрим последовательность уравнений 
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причем 

  mn bbxyxy ,...,,)( 00  при ax
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Очевидно, что при каждом Nn уравнение (11) имеет единственное решение 
],[)( baCxyn  . Это решение называется n-м приближением Тонелли уравнения (9). 

Покажем, что при сделанных предположениях последовательность приближений 
Тонелли )(xyn  равномерно ограничена и равностепенно непрерывна в пространстве 

],[ baC . 
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Обозначим 
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и зафиксируем Nn . Если 
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 , то, используя (17), свойства оператора дроб-

ного интегрирования Римана – Лиувилля (1) в пространстве ],[ baC  ([9]) и условие (13), 
имеем: 
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и, следовательно, в силу (17) 
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Аналогичным образом оценим приближения Тонелли )(xyn  на каждом проме-
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Согласно условию (10), ряды в правой части предыдущего равенства сходятся, и 
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Из неравенства (19) следует равномерная ограниченность приближений Тонелли 
)(xyn  в пространстве ],[ baC . 

Покажем теперь, что эта последовательность равностепенно непрерывна в про-
странстве ],[ baC . Пусть 0x ; ],[ baxx  . Используя (15) и условие (13), имеем: 
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Используя формулу Лагранжа, имеем: 
 

 xxtximtxtxx mimim   211 )(1)()(  , 10   . (20) 
 

Т. к. Nm , 2m , то из неравенства xtxxtx    следует, что 
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Т. к. последовательность приближений Тонелли )(xyn  равномерно ограничена 

в пространстве ],[ baC , учитывая (20) и (21), получаем равностепенную непрерывность 
в ],[ baC . 

По теореме Арцела – Асколи [10, c. 167] для всех ],[ bax  последовательность 

)(xyn  предкомпактна в [ , ]C a b . Поэтому из последовательности )(xyn  можно выбрать 

подпоследовательность )(xy
kn , сходящуюся к *( ) [ , ]y x C a b . При этом последова-

тельность  )()( 1 abnxy knk
   также сходится к *( ) [ , ]y x C a b . 

Рассмотрим интегральный оператор 
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и покажем его непрерывность как оператора из пространства [ , ]C a b  в пространство 

[ , ]C a b . В самом деле, если последовательность функций ( ) [ , ]ny x C a b  сходится 

к функции ( ) [ , ]y x C a b , то в силу непрерывности при каждом [ , ]x a b  функции 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2020 72 

[ , ( )]f x y x , последовательность функций )](,[ xyxf n  при всех [ , ]x a b  сходится 

к функции )](,[ xyxf . С другой стороны, в силу справедливости неравенства 
 

 nn ydLxyxf )](,[  
 

и ограниченности последовательности )(xyn  в [ , ]C a b , следует: 
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где 0K  – некоторая постоянная. Поэтому возможен предельный переход под знаком 
интеграла в равенствах 
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 . В частности, возможен предельный переход 
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откуда вытекает, что 
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Последнее равенство означает, что функция )(xy  удовлетворяет уравнению (9). 
Подставляя )(xy  в уравнение (9) и последовательно дифференцируя получен-

ное тождество m  раз, используя свойства дробных производных и интегралов Римана – 
Лиувилля в пространстве ],[ baC  ([9]), заключаем, что )(xy  является решением задачи 

Коши (6)–(7) в пространстве [ , ]mC a b , при этом ],[* baCyD im
a

c 

 , что и завершает 

доказательство теоремы. 
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Marzan S. A. Solvability of the Cauchy Problem for a Nonlinear Differential Equation with 

a Complex Order Caputo Derivative 
 
The Cauchy problem for a nonlinear differential equation with a complex order Caputo derivative 

is investigated. Using the conditions of equivalence of the problem to the Volterra integral equation of the second 
kind, conditions for the existence of its solution in the space of continuously differentiable functions are obtained. 
Using the Tonelli approximation method, a sequence of functions is constructed that converges to the solution 
of the Cauchy problem under consideration. 
  


