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ПРЯМЫЕ И ИТЕРАЦИОННЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕАЛИЗАЦИИ 
СПЕКТРАЛЬНЫХ МЕТОДОВ ЧЕБЫШЕВА 

ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТЕХНОЛОГИИ GPGPU В СРЕДЕ MATLAB 

 
Представлен сравнительный численный анализ эффективности стандартных прямых и итера-

ционных алгоритмов реализации спектральных методов Чебышева для многомерных дифференциальных 
краевых задач с использованием технологии GPGPU в системе Матлаб. Показано, что итерационные 
методы семейства сопряженных градиентов с переобусловливателем Якоби превосходят в эффектив-
ности прямые методы даже при сравнительно небольших размерностях сетки. Кроме того, при ис-
пользовании GPU бюджетного сегмента доступно многократное (2–4 раза) ускорение итерационных 
методов, при этом преимущество в эффективности реализации арифметических операций с разрежен-
ными матрицами возрастает с ростом их размерности. 

 
Введение 
Комплексы программных и аппаратных средств поддержки параллельных вы-

числений в настоящее время имеют тенденцию стать неотъемлемой составляющей со-
временной среды разработки и функционирования прикладных программ для ресурсо-
емких научных и инженерных расчетов. Существенный прогресс в области практиче-
ского использования преимуществ параллельного программирования в последнее деся-
тилетие связан с внедрением данной технологии в программные пакеты и такие систе-
мы научно-технических расчетов, как Matlab, Maple, Matematica и др. Например, 
в продуктах компании Mathworks [1–2] реализован широкий спектр возможностей па-
раллельного программирования с использованием многоядерных процессоров, класте-
ров и графических процессоров (GPU), при этом поддержка параллельных алгоритмов 
во многих случаях реализована на уровне базовых функций (например, функций реше-
ния задач линейной алгебры, оптимизации и др.), составляющих ядро системы Matlab. 

В данной работе мы остановимся на сравнительном анализе некоторых новых 
возможностей реализации спектральных методов решения дифференциальных краевых 
задач на примере задачи Дирихле для двумерного уравнения Пуассона и краевой зада-
чи для системы обыкновенных дифференциальных уравнений в среде Matlab с исполь-
зованием технологии CUDA (Compute Unified Device Architecture) – программно-
аппаратной архитектуры параллельных вычислений с использованием GPU.  

 
Постановка задачи и численный метод 
Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона в двумерной прямоуголь-

ной области: 
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Спектральный метод Чебышева (см., например, [3]) для вычисления приближенного 
решения задачи (1) во внутренних узлах сетки ( , )i jx y : 
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приводит к системе линейных алгебраических уравнений  
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– приближенное решение в узлах 
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где ( 1) (N 1)NI R     – единичная матрица, ( 1) (N 1)ND R     – матрица спектрального 
дифференцирования Чебышева [4], в которой удалены первые и последние строки 
и столбцы в соответствии с нулевыми краевыми условиями задачи (1). Матрица систе-
мы уравнений (2) имеет разреженную блочную структуру, пример которой для случая 

9N   представлен на рисунке 1.  
 

 
 

Рисунок 1. – Структура матрицы спектрального метода Чебышева 
для двумерного уравнения Пуассона в прямоугольной области 

с однородными краевыми условиями 
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В отличие от разностных и конечно-элементных методов матрицы спектральных 
моделей имеют более сильную зависимость числа обусловленности от количества уз-

лов сетки, 4( )AK O N . Кроме того, структура матриц спектральных методов харак-
теризуются меньшей степенью разреженности. Отмеченные недостатки спектральных 
методов, как правило, компенсируются их высокой точностью, которая допускает ис-
пользование относительно грубых сеток. Тем не менее реализация спектральных мето-
дов составляет отдельную проблему. 

Эффективность использования стандартных прямых методов решения систем 
алгебраических уравнений (2) с матрицами вида (3), несмотря на их разреженность, 
практически ничем не отличается от решения систем с полными матрицами. При ис-
пользовании итерационных методов основная проблема связана с выбором переобус-
ловливателя в силу быстрого роста числа обусловленности матрицы системы с увели-
чением числа узлов сетки и, как следствие, практической невозможностью применения 
явных итерационных алгоритмов для данного класса задач.  

Стоит отметить, что к матрицам аналогичной структуры приводит спектральный 
метод Чебышева применительно к краевой задаче для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, описывающей динамику встречного взаимодействия световых 
волн в оптоволоконных усилителях [5]: 
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Ниже представлены результаты сравнения эффективности стандартных прямых 

и итерационных методов решения систем линейных алгебраических уравнений с мат-
рицей такого вида и возможности ускорения методов решения данных задач при ис-
пользовании графических процессоров. 

 
Сравнение эффективности прямых и итерационных методов 
Несмотря на разреженную структуру, матрица двумерной спектральной модели 

в процессе LU декомпозиции приводит к практически полным треугольным матрицам. 
По этой причине вычислительная сложность стандартной процедуры метода Гаусса 
по порядку величины близка к вычислительной сложности обработки полных матриц. 
В силу отмеченных обстоятельств представляет интерес поиск подходящих итерацион-
ных методов реализации спектральных моделей данного типа.  

Как уже отмечалось выше, число обусловленности матрицы спектральной моде-
ли имеет сильную зависимость от числа узлов сетки по каждому направлению, 

4( )AK O N , что определяет как минимум квадратичный рост числа итераций 
при увеличении N для явных итерационных методов. Неплохие результаты в плане 
ускорения сходимости дает использование переобусловливателя в виде матрицы P, по-
лученной в результате конечно-элементной или конечно-разностной аппроксимации 
рассматриваемой дифференциальной задачи (см., например, [6]). Для данного типа пе-

реобусловливателя 1
2( )

P A
K O N  . В случае спектрального метода Чебышева анало-

гичные по порядку величины результаты дает использование диагонального переобус-
ловливателя Якоби, несомненным достоинством которого является то, что он не требу-
ет дополнительных вычислительных затрат по сравнению со стандартной явной итера-
ционной процедурой. В ряде случаев представляется перспективным использование 
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блочного метода Якоби, когда для построения переобусловливателя вместо диагонали 
системной матрицы используются ее блочно-диагональная часть. В частности, блочный 
метода Якоби показал существенное преимущество при решении краевых задач для не-
линейной системы (4). 

Для выяснения вопроса о наиболее эффективном способе реализации спектраль-
ной модели (2), (3) для краевой задачи (1) рассмотрим штатный набор функций Matlab, 
предназначенных для решения систем линейных алгебраических уравнений с помощью 
прямых и итерационных методов. Представленные на рисунке 2 результаты сравнения 
показывают, что с увеличением числа узлов сетки преимущества итерационных мето-
дов становится все более очевидным.  

Среди итерационных методов наиболее привлекательные результаты по числу 
итераций демонстрирует стабилизированный метод бисопряженных градиентов с пере-
обусловливателем в виде неполной LU-факторизации. Использование диагонального 
переобусловливателя Якоби требует большего числа итераций, однако в данном случае 
за счет минимальной вычислительной сложности отдельной итерации общее время ре-
шения задачи оказывается минимальным. Стабилизированный метод сопряженных гра-
диентов с переобусловливателем Якоби на порядок превосходит прямой метод при раз-
мерности сетки в 80 узлов по каждому направлению. 

Для задачи встречного взаимодействия волн (4) использование итерационного 
метода обобщенных невязок с блочным переобусловливателем Якоби также дает мно-
гократное превосходство в эффективности в сравнении с прямым методом уже для слу-
чая системы шести уравнений и N > 10. 

 

 
 

Рисунок 2. – Время реализации спектральной модели с помощью  прямого (Direct) 
и итерационного метода бисопряженных градиентов (BiCG)  

с переобусловливателем Якоби (J) и неполной LU факторизации (iLU)  
в зависимости от числа узлов сетки 

 
Рассмотрим возможности ускорения итерационного метода бисопряженных гра-

диентов при реализации на графических процессорах. 
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Эффективность реализации итерационных методов на графических процессорах 
Итерационные методы решения систем линейных алгебраических уравнений 

сводятся к последовательности операций умножения больших разреженных матриц 
на вектор, а также сложение и скалярное умножение векторов. Для оценки потенциаль-
ных возможностей ускорения итерационных алгоритмов сравним эффективность ис-
пользования графических процессоров при умножении матрицы на вектор в зависимо-
сти от размерности матрицы. Сравним также производительность процессоров при вы-
полнении умножения полных и разреженных матриц. Результаты численных экспери-
ментов для разных аппаратных платформ представлены в таблице. 

 
Таблица. – Ускорение производительности умножения матрицы на графическом 

процессоре 
 GeForce GT 555M 

(i5-2410M 2.3 GHz) 
GeForce GTX 650 
(i5-3570 3.4GHz) 

GeForce GTX 960 
(AMD FX4350 4.2 GHz) 

Full 1.9 2.1 12.3 
Sparse 1.6 1.9 14.0 

 
Заметим, что ускорения матричных операций для класса разреженных матриц 

близки к аналогичным показателям для полных матриц. Однако производительность 
при выполнении операций умножения для разреженных матриц примерно в четыре ра-
за ниже, чем в случае полных, что, по-видимому, связано с дополнительными наклад-
ными расходами при обработке разреженных матриц. Зависимости производительности 
умножения матрицы на вектор от размерности M представлены на рисунке 3. В каче-
стве разреженной матицы использована пятидиагональная матрица Пуассона. Умноже-
ние данной матрицы на вектор требует 10N операций умножения и сложения чисел 
с плавающей запятой. Для полных матриц вычислительные затраты составляют 2N2 
арифметических операций. Для сравнения производительности оценивалась скорость 
выполнения арифметических операций с плавающей запятой в секунду (FLOPS). Пред-
ставленные на рисунке 3 результаты получены на системе графического процессора 
GeForce GT 555M и CPU i5-2410M 2.3 GHz. Аналогичные результаты наблюдаются 
и при умножении матрицы двумерной спектральной модели уравнения Пуассона. 

 

 
 

Рисунок 3. – Производительность процессоров GPU GeForce GT 555M 
и CPU i5-2410M 2.3 GHz при умножении полных и разреженных матриц на вектор 
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Представленные результаты позволяют ожидать, что реализация итерационных 
методов на графических процессорах бюджетного сегмента может по эффективности 
многократно превосходить соответствующие показатели основного процессора. 
Для примера на рисунке 4 представлены результаты сравнения зависимости времени 
итерационной реализации спектральной модели от размерности сетки. 
 

 
 

Рисунок 4. – Временные затраты 
на итерационную реализацию спектрального метода 

 
В рассмотренном случае использован стабилизированный метод бисопряженных 

градиентов с переобусловливателем Якоби, реализованный на самой эффективной 
из рассмотренных платформ GeForce GTX 960 / AMD FX4350 4.2 GHz. Как видно 
из представленных результатов сравнения, эффективность реализации спектрального 
метода на GPU возрастает с ростом числа узлов сетки и при размерности сеточной об-
ласти 80×80 примерно в четыре раза превосходит эффективность основного процессо-
ра. Для больших размерностей сетки ускорение может быть еще значительнее в силу 
роста производительности матричных операций на GPU с ростом их размерности. 
 

Заключение 
Итерационные методы при надлежащем выборе переобусловливателя имеют за-

метное преимущество по сравнению со стандартными прямыми методами при реализа-
ции спектральных методов Чебышева решения многомерных краевых задач для урав-
нений в частных производных и систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Кроме того, итерационные алгоритмы реализации спектральных методов в среде 
Matlab с использованием технологии CUDA позволяют существенно повысить эффек-
тивность вычислений на графических процессорах. 

Примечательно, что производительность основного процессора при работе 
с большими разреженными матрицами замедляется с ростом размерности матриц, 
в то время как для графических процессоров, напротив, именно при максимальных 
размерностях реализуются преимущества в скорость вычислений. Представленные 
в работе результаты демонстрируют примерно четырехкратное ускорение итерацион-
ных методов при вычислении на графическом процессоре с разреженными матрицами 
размерностью N = 103÷104. 
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Полученные оценки производительности показывают, что для современных 
GPU бюджетного сегмента потенциально достижимы ускорения на порядок и более. 
Что касается прямых методов, то для рассмотренного класса задач здесь следует отме-
тить перспективность блочных алгоритмов, программная реализация которых пока 
не получила широкого распространения. 
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Volkov V.M., Buyalskaya Yu.V., Vrubleuski I.D., Kalenchanka А.Р. Direct and Iterative Algo-

rithms Implementing Spectral Chebyshev Methods for Multidimensional Boundary Value Problems Us-
ing GPGPU Technology in Matlab 

 
A comparative numerical analysis of the efficiency of standard direct and iterative algorithms 

implementing Chebyshev spectral methods for multidimensional  boundary value problems using GPGPU 
technology in the Matlab is presented. It is shown that the iterative methods of the  conjugate gradients type with 
Jacobi preconditioners outperform the direct methods at even comparatively small  grid size. Moreover, when 
using GPU, there is  2-4 times  acceleration of iterative methods, and the advantages in the implementation of  
sparse matrix arithmetics  increase with the increase in their dimension. 
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