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ОБ ОДНОМ РЕГУЛЯРИЗУЮЩЕМ АЛГОРИТМЕ  
НЕКОРРЕКТНО ПОСТАВЛЕННЫХ ЗАДАЧ  
С ОГРАНИЧЕННЫМ ОПЕРАТОРОМ 

 
В гильбертовом пространстве исследуется метод итераций с переменным шагом решения некор-

ректных задач с положительно определенным ограниченным самосопряженным оператором. Исследова-
на сходимость итерационного метода в случае априорного и апостериорного выбора числа итераций при 
точной и приближенной правых частях операторного уравнения в исходной норме гильбертова про-
странства. Изучен случай неединственного решения уравнения, и доказана сходимость метода в энерге-
тической норме гильбертова пространства. Методом решена численная модельная задача. 
 

Введение 
В статье изучается метод итерации явного типа решения некорректных задач, 

описываемых операторными уравнениями первого рода. Сравнение предлагаемого мето-
да с хорошо известным методом простой итерации ( ) 0, 01 =−α+=+ xAxyxx nnn  [1–9] 
показывает, что по мажорантным оценкам погрешности эти методы одинаковы. Однако 
предлагаемый метод имеет преимущество по сравнению с методом простой итерации 
в следующем: для достижения оптимальной точности здесь потребуется сделать число 
итераций по крайней мере в 2,5 раза меньше, чем методом итераций [1–9].  

Как известно, погрешность метода простой итерации с постоянным [1–9] или 
переменным [10] шагом зависит от суммы шагов по антиградиенту, и притом так, что 
для сокращения числа операций желательно, чтобы шаги по антиградиенту были как 
можно большими. Однако на эти шаги накладываются ограничения сверху [9–10]. Воз-
никает идея попытаться ослабить эти ограничения. Это удается сделать, выбирая для 
шага три значения γβα ,,  попеременно, где γ  уже не обязано удовлетворять прежним 
требованиям. 

Полученные результаты могут быть использованы в теоретических исследова-
ниях при решении прикладных некорректных задач, встречающихся в гравиметрии, 
технике, экономике, геологоразведке, сейсмике, космических исследованиях (спектро-
скопии), медицине (компьютерной томографии). 

 
 Постановка задачи  

В действительном гильбертовом пространстве H решается операторное уравне-
ние первого рода 

,yAx =                                                              (1) 
с ограниченным положительно определенным самосопряженным оператором 

HHA →: , в предположении, что нуль принадлежит спектру этого оператора, однако, 
вообще говоря, не является его собственным значением. При сделанных предположе-
ниях задача о разрешимости уравнения (1) является некорректной. Если решение урав-
нения (1) все же существует и единственно, то для его отыскания естественно пытаться 
применить различные итерационные схемы. В настоящей работе предлагается явная 
итерационная процедура с переменным шагом 

....,2,1,0,,,
,0),(

332313

011

=γ=αβ=αα=α
=−α−=

+++

++

n
xyAxxx

nnn

nnnn                           (2) 



МАТЭМАТЫКА 77 

В случае приближенной правой части δ≤− δδ yyy ,  уравнения (1) приближения (2) 
примут вид 

( )
....,2,1,0,,,

,0,

332313

,0,1,,1

=γ=αβ=αα=α

=−α−=

+++

δδδ+δδ+

n
xyAxxx

nnn

nnnn                         (3) 

Ниже, как обычно, под сходимостью метода (3) понимается утверждение о том, что 
приближения (3) сколь угодно близко подходят к точному решению уравнения (1) при 
подходящем выборе n и достаточно малых δ . Иными словами, метод (3) является схо-

дящимся, если 0inflim ,
0
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
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
 − δ

→δ
nn

xx . 

 Сходимость метода с априорным выбором числа итераций  
По индукции покажем, что  
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Из (2) и (4) при 0=n  следует, что yx 11 α= , и, следовательно, при 0=n  формула (4) 
верна. Предположим, что (4) верна при pn = , т.е. 

 .))...()((...)( 211111 yAEAEAEyAEyx pppppp α−α−α−α++α−α+α= ++++  
Докажем, что (4) верна при 1+= pn . Из (2) получим 
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Следовательно, по индукции формула (4) верна. 
Далее для упрощения считаем 1=A . Воспользовавшись интегральным пред-

ставлением самосопряженного оператора, получим   
( ) ( )( ) ( )[ ] =α−α−α−α++α−α+α−−=− −− yAEAEAEAEyAnxx nnnnn 2111 ......1

( ) ( ) ( )[ ]{ } .
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Докажем по индукции, что  
( ) ( ) ( )[ ]λα−λα−α++λα−α+αλ− − 211 11...11 nnnn ( )( ) ( ).1...211 1 λα−λα−λα−= n   (5) 

При 1=n получим λα−=λα− 11 11 , значит, при 1=n  формула (5) верна.  
Предположим, что данная формула верна при :pn =  
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Докажем, что рассматриваемая формула верна при :1+= pn  
−λα−α+λα−λα−α+λα−α+αλ− +−+−++ 1)(1()1)(1()1([1 121111 pppppppp  
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Следовательно, формула (5) верна. 
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nkml =++ . Потребуем, чтобы при ]1,0(∈λ   и положительных γβα ,,  выполнялись ус-
ловия 
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Докажем сходимость процесса (2) при точной правой части y. Справедлива 
 Теорема 1.  Итерационный процесс (2) при условии (6) сходится в норме гиль-
бертова пространства. 

Доказательство . 
 Поскольку  
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 то, считая 3nmlk === , при условиях (6) получим 
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q . В силу свойств спектральной функции [12] 
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Таким образом, ,0→− nxx  ∞→n . Теорема 1 доказана. 

 Замечание 1.  Условие  1)1()1( <βλ−αλ−   равносильно совокупности условий 

β+α<αβ  и  ( ) αβ<β+α 82  [11]. Отсюда 8<β+α . 
Докажем сходимость процесса (3) при приближенной правой части уравнения (1). 

Справедлива 
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 Теорема 2.  При условии (6) итерационный процесс (3) сходится, если выбирать 
число итераций  n  из условия .0,,0 →δ∞→→δ nn   

Доказательство . 
 Рассмотрим .)()( ,, δδ −+−=− nnnn xxxxxx  Оценим δ− ,nn xx , где  
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Оценим на [0,1]  максимум подынтегральной функции  
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Обозначим левую часть равенства (7) через )(λnz . При 1=n  имеем 
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Пусть (7) выполняется при pn = , т.е. что ppz α++α≤λ ...)( 1 . Докажем, что (7) спра-
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Следовательно, формула (7) верна. 
Поэтому .)( γ+β+α≤λ mlkgn  Отсюда .)(, δγ+β+α≤− δ mlkxx nn  Если 3nmlk === , 

то ≤− δ,nn xx .)(
3
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+−≤ nxx δγ+β+α )( mlk  и ,,0 ∞→→− nxx n  то для сходимости метода (3) дос-
таточно потребовать, чтобы .0,,0)( →δ∞→→δγ+β+α nmlk  Таким образом, доста-
точно, чтобы  .0,,0 →δ∞→→δ nn  Теорема 2 доказана. 

Получим оценку скорости сходимости. Предположим, что точное решение x ис-
токообразно представимо, т.е. что 0, >= szAx s . Тогда zAy s 1+=  и 

=− nxx ( ) ( ) ( ) zdEsmlk
λ∫ λγλ−βλ−αλ−

1

0

111 . Оценим максимум подынтегральной функ-

ции .)()1()1(...)1)(1()( ...21
21 λϕ=λλα−=λλα−λα−λα−=λ

==

α++α+α
α

i

n

i

n
s

n
n

si
f ПП

1i1i
 Обозна-

чим 
n

si
ic α++α+α

α
= ...21

. Нетрудно показать [11], что ≤λϕ )(i    





















α

α−≤
i

i
c

i

ic
i e

cMM ,)1(max , где AM = . Поскольку 1=A , то получим  



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2014 80 

)(λf ( )




















α

α−≤λϕ=
===

ic

i

i
n

i

n

i

n

e
c

ППП
1i1i1i

,1max)(  = 

( )( ) ( ) =

































αα−α−α−= ∑

=

sn

i
in es

1
21 ,1...11max  

= ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }ssmlk emlks −γ+β+αγ−β−α− ,111max . 
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Итак, доказана 
 Теорема 3.  Если 0, >= szAx s , то для метода (3) справедлива оценка погреш-
ности 
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 Замечание 2. Для упрощения считали 1=A . На самом деле все результаты 

легко переносятся на случай, когда ∞<A . 
При  3nmlk ===  оценка (8) примет вид 
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Ее оптимальная по n оценка имеет вид 
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 Таким образом, оптимальная оценка (9) для метода (3) при неточности в правой 
части уравнения (1) оказывается такой же, как и оптимальная оценка для метода про-
стой итерации [1–9]. Следовательно, метод (3) не дает преимущества в мажорантных 
оценках по сравнению с методом простых итераций. Но он дает выигрыш в следую-
щем: в методе простых итераций с постоянным шагом [1–9] требуется условие 

25,10 ≤α< ,  а в мето де (3 ) 8,20 <β+α<α< , а γ  выбирается из условия 
.1)1)(1)(1( <γλ−βλ−αλ−  Итак, выбирая γβα ,,  соответствующим образом, можно 

сделать оптn  в методе (3) меньшим, чем для метода простых итераций с постоянным 
шагом. Таким образом, используя метод (3), для достижения оптимальной точности по-
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требуется сделать число итераций по крайней мере в 2,5 раза меньше, чем методом 
простой итераций [1–9].  

Рассмотрим погрешность метода (3) при счете с округлениями. Пусть δ,nx  – 
точное значение, полученное по методу (3), а nz  – значение, полученное по  то й же 
формуле с учетом вычислительных  погрешностей nη , т.е. 

 ( ) .0, 0111 =ηα+−α−= +δ++ zyAzzz nnnnnn                            (10) 
 Обозначим δ−=ε ,nnn xz  и вычтем (3) из (10), в результате получим  

( ) .0,0, 010111 =η=ε=εηα+εα−=ε +++ nnnnn AE                        (11) 
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Из (11) при 1=n  и из (12) при 2=n  получим 122 ηα=ε , т. е. при 2=n  (12) верна. 
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Следовательно, формула (12) верна. 
 Так как ( )( ) ,1,1 ≤β−α−≤α− AEAEAE  1))()(( ≤γ−β−α− AEAEAE , то 

( )ηγ+β+α≤ε
3
n

n , где i
i
η=η sup . Таким образом, с учетом вычислительной погреш-

ности справедлива следующая оценка погрешности метода итераций с переменным ша-
гом (3) 
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 Сходимость метода в энергетической норме гильбертова пространства при 
точной и приближенной правой части уравнения  

Изучим сходимость итерационного метода (3) в случае единственного решения 
в энергетической норме гильбертова пространства ),( xxx A Α= , где Hx∈ . При 

этом, как обычно, число итераций n нужно выбирать в зависимости от уровня погреш-
ности .δ  Полагаем, что 0,0 =δx  и рассмотрим разность 

                                           ( ) ( )δδ −+−=− ,, nnnn xxxxxx .                               (13) 
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В разделе 3 показано, что ( ) ( ) ( )[ ]yAEAEAEEAx mlk
n γ−β−α−−= −1 , где , ,k l m −на-

туральные показатели и nmlk =++ . Тогда запишем первое слагаемое из равенства 
(13) в виде 

( ) ( ) ( )[ ] =γ−β−α−−−=− −− yAEAEAEEAуAxx mlk
n

11  

( ) ( ) ( ) .xAEAEAE mlk γ−β−α−=  
Как было показано в разделе 3  nxx −  бесконечно мало в норме пространства H при 

,∞→n  но скорость сходимости при этом может быть сколь угодно малой, и для ее 
оценки необходима дополнительная информация на гладкость точного решения х – его 
истокообразная представимость. При использовании энергетической нормы нам это 
дополнительное предположение не потребуется. Действительно, с помощью инте-
грального представления самосопряженного оператора A имеем  

( )( ) =−−=− nnАn xxxxAxx ,2  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )=γ−β−α−γ−β−α− xAEAEAExAEAEAEA mlkmlk ,   

= ( ) ( ) ( )( )=γ−β−α− xxAEAEAEA mlk ,222  

= ( ) ( ) ( ) ( )xxEdmlk ,111 222
1

0
λγλ−βλ−αλ−λ∫ ,     

где λE  – соответствующая оператору  А  спектральная функция. 
Для оценки интересующей нас нормы найдем при [ ]1,0∈λ  максимум подынте-

гральной функции ( ) ( ) ( ) mlk 222 111)( γλ−βλ−αλ−λ=λψ . Потребуем, чтобы при 
]1,0(∈λ , положительных γβα ,,  выполнялось условие (6).  

В разделе  3 показано, что для достаточно больших n справедливо 
( ) ( ) ( ) [ ] ,)(111 1−γ+β+α≤γλ−βλ−αλ−λ emlkmlk поэтому  

( ) ( ) ( ) [ ] 1222 )(2111 −γ+β+α≤γλ−βλ−αλ−λ emlkmlk . 

В дальнейшем, для простоты, считаем, что ),3(
3

Nppnnmlk ∈==== . Поэтому для 

таких n справедлива оценка 
[ ]

1

1,0
)(

3
2)(max

−

∈λ




 γ+β+α≤λψ en .  Следовательно, при усло-

вии (6) получим следующую оценку xenxx An

21
)(

3
2 −





 γ+β+α≤− .  

 Оценим второе слагаемое в (13). Как показано в разделе 3, имеет место  
равенство  

( ) ( ) ( )[ ]( ) =−γ−β−α−−=− δ
−

δ yyAEAEAEEAxx nnn
nn

3331
,  

( ) ( ) ( )[ ] ( )δλ
− −γλ−βλ−αλ−−λ= ∫ yydEnnn

1

0

3331 1111 . 

Тогда 
 

( )( ) =−−=− δδδ ,,
2

, , nnnnAnn xxxxAxx  
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= ( ) ( ) ( )[ ]( )

 −γ−β−α−− δ ,333 yyAEAEAEE nnn

( ) ( ) ( )[ ]( ))=−γ−β−α−− δ
− yyAEAEAEEA nnn 3331  

( ) ( ) ( )[ ] ( )( )=−−γ−β−α−−= δδ
− yyyyAEAEAEEA nnn ,23331  

( ) ( ) ( )[ ] ( )( )δδλ
− −−γλ−βλ−αλ−−λ= ∫ yyyyEdnnn ,1111

1

0

23331 . 

Обозначим через )(λξn  подынтегральную функцию и оценим ее  
сверху при условии (6). В разделе 3 показано, что =λ)(ng  

( ) ( ) ( )[ ] ).(
3

1111 3331 γ+β+α≤γλ−βλ−αλ−−λ= − nnnn Тогда 

( ) ( ) ( )[ ] =γλ−βλ−αλ−−λ=λξ − 23331 1111)( nnn
n  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ≤γλ−βλ−αλ−−γλ−βλ−αλ−−λ= − 3333331 11111111 nnnnnn

( )( )( )( ) ),(
3

21111)(
3

3 γ+β+α≤γλ−βλ−αλ−+γ+β+α≤
nn n  

так как при условии (6) справедливо ( )( )( ) 1111 3<γλ−βλ−αλ− n .  

Итак, для любых 1≥n  22
, )(

3
2

δγ+β+α≤− δ
nxx

Ann , поэтому 

1,)(
3
2 2121

21

, ≥δγ+β+α





≤− δ nnxx

Ann .    Поскольку 

,)(
3
2 2121

21

,, δγ+β+α





+−≤−+−≤− δδ nxxxxxxxx AnAnnAnAn  1≥n  

и при ∞→n  0→− Anxx , то для сходимости 0, →− δ Anxx , ∞→n  достаточно, что-

бы 0→δn , ∞→n , 0→δ . Таким образом, если в процедуре (3) выбрать число ите-
раций  )(δ= nn , зависящих от δ  так, чтобы 0→δn , ∞→n , 0→δ , то получим регу-
ляризующий метод, обеспечивающий сходимость к точному решению уравнения (1) 
в энергетической норме гильбертова пространства. Итак, доказана 
 Теорема 4.   Итерационная процедура (3) при условии (6) сходится в энергети-
ческой норме гильбертова пространства, если число итераций n  выбирать так, что-
бы  0→δn , ∞→n , 0→δ . 
 Запишем теперь общую оценку погрешности для метода (3) 

1,)(
3
2)(

3
2 2121

2121

, ≥δγ+β+α





+



 γ+β+α≤−

−

δ nnxenxx
An .                (14) 

Оптимизируем полученную оценку (14) по n, т.е. при заданном δ  найдем такое 
значение числа итераций n, при котором оценка погрешности становится минимальной. 
Приравняв к нулю производную по n от правой части равенства (14), получим  

,)(23)(3 2121212121 nxe δγ+β+α=γ+β+α −−−  отсюда 

( ) xen 121
опт )2(3

1 −− δγ+β+α=
−

.                                   (15) 
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Подставив оптn  в оценку (14), найдем ее оптимальное значение 
2141опт

, 2 δ≤− −
δ exx

An
21x .                                    (16) 

Из (16) вытекает, что оптимальная оценка погрешности не зависит от параметров 
γβα ,, . Но оптn  зависит от γβα ,, , и поэтому для уменьшения объема вычислительной 

работы следует брать γβα ,,  возможно большими, удовлетворяющими условию (6), 
и так, чтобы Ζ∈оптn . Таким образом, доказана 
 Теорема 5.   При условии (6) оптимальная оценка погрешности для итерацион-
ного процесса (3) в энергетической норме гильбертова пространства имеет вид (16) 
и получается при оптn  из (15). 
 Рассмотрим вопрос о том, когда из сходимости в энергетической норме следует 
сходимость в обычной норме гильбертова пространства H. Эти условия дает 
 Теорема 6.   Если выполнены условия: 1) 0, =δε nxE ,  2) 0=ε xE , где 

ε= ∫
ε

λε ,
0

dEE  – фиксированное положительное число ( ),10 <ε<  то из сходимости 

δ,nx  к решению  x  в энергетической норме следует сходимость в обычной норме гиль-
бертова пространства. 

Доказательство . 

 Из 1) и 2) имеем ( ) ( )( ) 0,1

0
,, =−−

λ∫
ε

δδλ nn xxAxxEd . Отсюда получим  

2
,δ− nxx ( )( )=−−= ∫ δδλ

1

0
,, , nn xxxxEd ( ) ( )( )=−−

λ∫ δδλ

1

0
,, ,1

nn xxAxxEd  

( ) ( )( )+−−
λ

= ∫
ε

δδλ
0

,, ,1
nn xxAxxEd ( ) ( )( )=−−

λ∫
ε

δδλ

1

,, ,1
nn xxAxxEd

( ) ( )( )∫
ε

δδλ −−
λ

=
1

,, ,1
nn xxAxxEd ( ) ( )( )≤−−

ε
≤ ∫

ε
δδλ

1

,, ,1
nn xxAxxEd  

( ) ( )( )=−−
ε

≤ ∫ δδλ

1

0
,, ,1

nn xxAxxEd
ε
1 2

, Anxx δ− .   

Поэтому из 0, →− δ Anxx , ∞→n  следует 0, →− δnxx , ∞→n . Теорема 6 доказана. 

 Замечание 3.  Так как ( ) ( ) ( )[ ] δ
−

δ γ−β−α−−= yAEAEAEEAx nnn
n

3331
, , то для 

того, чтобы δ,nx  удовлетворяло условию 0, =δε nxE , достаточно потребовать, что-
бы 0=δε yE . Таким образом, если решение x и приближенная правая часть δy  тако-
вы, что 0=ε xE  и 0=δε yE , то из сходимости δ,nx  к  x в энергетической норме выте-
кает сходимость в исходной норме гильбертова пространства и, следовательно, для 
сходимости приближений (3) в норме пространства H не требуется предположения 
истокопредставимости точного решения. 
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 Сходимость метода с апостериорным выбором числа итераций  
Априорный выбор числа итераций оптn  получен в предположении, что точное 

решение х истокопредставимо, т.е. .0, >= szAх s  Однако не всегда имеются сведения  
об элементе  z  и степени истокопредставимости s. Тем не  менее, метод (3) становится 
вполне эффективным, если воспользоваться следующим правилом останова по невязке 
[2; 5; 11].  

Определим момент m останова итерационного процесса (3) условием 

.1,
,

),(,

,

,
>δ=ε







ε≤−

<ε>−

δδ

δδ
bb

yAx

mnyAx

m

n
                     (17)    

Предполагаем, что при начальном приближении δ,0x  невязка достаточно  велика, 

больше уровня останова ε , т.е. .,0 ε>− δδ yAx  Покажем возможность применения пра-
вила останова (17) к итерационному методу (3). Рассмотрим при  

n = 3p,  p = 1,2,… семейство функций ( ) ( ) ( )[ ]3/3//31 1111)( nnn
ng γλ−βλ−αλ−−λ=λ − . 

Из раздела 3 при условиях (6) получим  

|)(|sup
10

λ
≤λ≤

ng  
3

)( γ+β+α
≤

n ,                                        (18) 

|)(1|sup
10

λλ−
≤λ≤

ng  = ( ) ( ) ( ) ,1111sup 333

10
≤γλ−βλ−αλ−

≤λ≤

nnn

             (19)  

)(1 λλ− ng  = ( ) ( ) ( ) ,,0111 333 ∞→→γλ−βλ−αλ− n
nnn

 ( ]1,0∈λ∀ ,         (20) 

0,
3

)e(|)(1|sup
10

>



 γ+β+α

≤λλ−λ
−

≤λ≤
nnsg

s
s

n
s , .0 ∞<≤ s           (21) 

Аналогично [11] доказываются следующие леммы. 
 Лемма 1. Пусть 0* ≥= AA , 1≤A . Тогда для любого Нw∈           
( ) .,0)( ∞→→− nwАAgE n                                                                  

 Лемма 2.  Пусть 0* ≥= AA ,  1≤A . Тогда для любого v )(AR∈   имеет место 

соотношение ( ) 0)( →− vААgЕAn n
ss  при  n ∞→ , .0 ∞<≤ s                             

 Лемма 3.  Пусть 0* ≥= AA , 1≤A . Если для некоторой  подпоследовательно-

сти nnk < =const и v 0 )(AR∈  при ∞→k  имеем ( ) ,0)( 0 →−=ω vАAgEA knk  то  

( ) 0)( 0 →−= vАAgEv knk . 
Используем эти леммы при доказательстве следующих теорем. 
 Теорема 7.  Пусть  0* ≥= AA , 1≤A  и пусть момент останова m = m(δ )  
( ),...3,2,1,3 == рpm  в методе (3) выбран по правилу (17), тогда xxm →δ,  при 0→δ . 

Доказательство . 
 Поскольку нуль не является собственным значением оператора A, то 

HARAM == )()( . Так как 
( ) ( )( ) ( )[ ]=α−α−α−α++α−α+α− −− AEAEAEAEAE nnnnn 2111 ......  



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2014 86 

( )( ) ( ),...21 AEAEAE nα−α−α−=  
то   ( ) ( )( ) ( )[ ] =α−α−α−α++α−α+α −− AEAEAEAEA nnnnn 2111 ......  

( )( ) ( )....21 AEAEAEE nα−α−α−−=  Имеем   
( ) ( )( ) ( )[ ] δ−−δ α−α−α−α++α−α+α= yAEAEAEAEx nnnnnn 2111, ...... , 

следовательно,  
( )( ) ( )[ ]( )−−α−α−α−−=− δ

−
δ yyAEAEAEEAxx nn ...21

1
,  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( −













γ−β−α−−=α−α−α−− δ

− yAEAEAEEAxAEAEAE
nnn

n
3331

21 ...  

) ( ) ( ) ( ) =γ−β−α−−− xAEAEAEy
nnn
333 ( ) ( )xAgAEyAg nn )(y)( −−−δ  

(здесь и ниже  n = 3p,   p = 1,2,3,…). Значит, 
=− yAxn δ, ( ) ( ).y)()( yAAgxAgAEA nn −+−− δ                  (22) 

Отсюда 
 δ− yAxn δ, = ( ) ( )( ).y)()( yAgAExAgAEA nn −−−−− δ                  (23) 

В силу лемм 1 и 2  имеем 
( )xAgAE n )(−  →  0,   n ∞→ ,                                (24) 

=σn n ( )xAgAEA n )(−  →  0,   n ∞→ .                            (25) 
Кроме того, из (18) и 19) 

( )yyAgn −δ)(  ( ) ,
3

δ
γ+β+α

≤
n                                      (26) 

1)( ≤− AgAE n .                                               (27) 

Применим правило останова (17). Тогда δ≤− δδ byAxm,  и из (23) и  (27)  полу-
чим при  n = m   

( ) ( )( ) δ+=δ+δ≤−−+−≤− δδδ )1()()( , bbyyAgAEyAxxAgAEA mmm .  
Следовательно, 

( ) δ+≤− )1()( bxAgAEA m .                                 (28) 
Для любого  n < m   получим    

( ) ( )( ) )δ1(δδ)( δδδ −=−≥−−−−≥− bbyyAgAEyAxx(A)gAEA nn,n , 
т.е. для любого n < m 

( ) δ−≥− )1()( bxAgAEA n .                               (29) 

Из (25)  и  (29)  при  n = m – 3 получим   ( ) δ−≥−=
−

σ − )1()(
3 3
3 bxAgAEA

m -m
m  или, что то 

же, (m–3) δ ≤
1
3

−
σ −

b
m ,0→  0→δ  (так как из (2 5 )  ∞→→σ mm ,0 ), следовательно,  

,0→δm  0→δ . Если при этом  m→ ∞  при 0→δ , то  
( ) ( ) ( ) +−≤−+−≤− δδ xAgAEyyAgxAgAExx mmmm )()()(,  

 δ
γ+β+α

+ m
3

→  0,  m ∞→ ,  0→δ .  
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  Если же для некоторых nδ  последовательность m( nδ ) окажется ограниченной, 
то  и в это м случае ,),( xx nnm →δδ  0→δn . Действительно, из (28) 

( )xAgAEA nm )()(δ− 0)1( →δ+≤ nb , 0→δn , следовательно, при 0→δn  

( ) 0)() →− δ xAgAEА nm( , 0→δn , и по лемме 3 ( )xAgAE nm )()(δ− 0→ , nδ 0→ . 

Отсюда имеем  ( ) ( )( )xAgAExx nnn mm )(, δδδ −≤− ( ) nnm δδ
γ+β+α

+
3

→  0, 0→δn . 

Теорема 7 доказана.  Имеет место 
 Теорема 8. Пусть  выполняются  условия  теоремы 7  и  пусть x = szAs , > 0, 

тогда справедливы оценки  ( )

)1(1

)1(
||||)1(33

+









δ−γ+β+α

+
+≤

s

b
z

е
sm , 

≤−δ xxm, [ ] )1s/()1( +δ+ sb  ++ )1s(/1z   

+ ( ) .
)1(
||||)1(33

3

)1s/(1

δ




















δ−γ+β+α

+
+

γ+β+α
+

b
z

e
s                   (30) 

Доказательство. 
 При  3−= mn  имеем  ( ) ( ) ≤−=− −

+
− zAAgEAxAAgEA m

s
m )()( 3

1
3  

≤
( ) zеms

s
s

)1(
1

3
)3()1(

+−
+





 γ+β+α

−+ .  Используя (29),  получим   (b–1) ≤δ  

≤
( ) zеms

s
s

)1(
1

3
)3()1(

+−
+





 γ+β+α

−+ , откуда  ( )

)1(1

)1(
||||)1(33

+









δ−γ+β+α

+
+≤

s

b
z

е
sm . 

При помощи неравенства моментов оценим выражение 

( ) ( ) ≤−=− zAAgEAxAAgE m
s

m )()( ( ) ×−
++ )1(1 )(

ss
m

s zAAgEA  

( ) )1(1)( +−× s
m zAAgE ( ) [ ] )1(1)1()1(1)1( )1()( ++++ δ+≤−≤ ssssss

m zbzxAAgEA . 
Тогда  

( ) ≤−+−≤− δδ ))(()(, yyAgxAAgExx mmm  

[ ] ( )
δ

γ+β+α
+δ+≤ ++

3
)1( )1(1)1( mzb sss ≤  

[ ] )1(1)1()1( ++δ+≤ sss zb +
3

γ+β+α  ( ) δ




















δ−γ+β+α

+
+

+ )1(1

)1(
z)1(3 3

s

be
s   . 

Теорема 8 доказана. 
 Замечание 4.   Порядок оценки (30) есть ( ))1( +δ ssO  и, как следует из [2], он оп-

тимален в классе решений  zAx s= ,  0>s .       
Замечание 5. В формулировке теоремы 8 предполагается, что точное решение 

истокопредставимо, но знание истокопредставимости не потребуется на практике, 
так как  при останове по невязке автоматически  делается число итераций, нужное 
для получения оптимального по порядку решения. 
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6. Сходимость метода в случае неединственного решения. Покажем, что ме-
тод (2) пригоден и тогда, когда 0=λ  является собственным значением  
оператора А (в этом случае уравнение (1) имеет неединственное решение). Обозначим 
через ( ) { },0=∈= AxHxAN  ( )−AM ортогональное дополнение ядра ( )AN  до H.  
Пусть ( ) −xAP проекция  Hx∈  на ( ),AN  а  ( ) −xAП проекция Hx∈ на ( )AM . Спра-
ведлива 

Теорема 9. Пусть ,20,,0 <α<∈≥ HyA  8<β+α , ( )( )( ) 1111 <γλ−βλ−αλ− .  
Тогда для итерационного процесса  (2)  верны  следующие утверждения: 
 а)  ( ) ( ) yAxyAIyAxyAПAx

Hx
nn −=→−→

∈
inf,, ; 

 б) метод (2) сходится тогда и только тогда, когда уравнение  ( )yAПAx =  раз-

решимо. В последнем случае ( ) ,0
∗+→ xxAPxn  где −∗x  минимальное решение  

уравнения. 
Доказательство . 

 Применим оператор A  к методу (2), получим ( ) ,1 AyxAEAAx nnnn α+α−= −  где  
( ) ( ) .yAПyAPy +=  Так как ( ) ,0=yAAP  то ( ) 1−α−= nnn xAEAAx ( ) .yAAПnα+   

Отсюда   
( ) ( ) ( ) −α+α−=− − yAAПxAEAyAПAx nnnn 1 ( )yAП = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =−α−=α−−α−= −− yAПAxAEyAПAExAEA nnnnn 11  
( )( ) ( ) ( )( )yAПAxAEAEAE nn −α−α−α−= − 011 ... . 

Обозначим ( ) ,yAПAxnn −=ν  тогда nν = ( )( ) ( ) 011 ... να−α−α− − AEAEAE nn . Имеем  
0≥A   и  −A  положительно определен  в ( ),AM  т.е. ( ) 0, >xAx  для любого ( ).AMx∈  

Так как ,20 <α<  ( )( ) 111 <βλ−αλ− , ( )( )( ) 1111 <γλ−βλ−αλ− , то, воспользовавшись 
интегральным представлением самосопряженного оператора A  (для упрощения счита-
ем, что 1=A ), получим 

( )( ) ( )∫ νλα−λα−λα−=ν λ

1

0
021 1...11 dEnn = ( ) ( ) 0)1(11

1

0

νγλ−βλ−αλ− λ∫ dEmlk . 

Здесь −kml ,,  натуральные показатели, где .nkml =++  Считаем, что 3nmlk === . 
Справедлива цепочка неравенств 

( ) ( ) +νγλ−βλ−αλ−≤ν λ∫
ε

0

0

0

)1(11 dEmlk
n   

( ) ( ) ≤νγλ−βλ−αλ−+ λ∫
ε

0

0

1
)1(11 dEmlk ( ) ε<ννε+ν εε − 00

3
0 000 EqE n , 

 при 0ε .,0 ∞→→ n  Здесь 
[ ]

( )( ) .1)1(11max
1,0

<γλ−βλ−αλ−=
ε∈λ

q  Следовательно, 

,0→νn  откуда ( )yAПAxn →  и ( ) ( )HAyAП ∈ . Таким образом, 
( ) ( ) ( )yAIyAPyyAПyAxn ,==−→−  (по теореме 2.1 из [8]). Итак, утверждение 

а) доказано.  
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 Докажем б). Пусть процесс (2) сходится. Покажем, что уравнение ( )yAПAx =  
разрешимо. Из сходимости { } Hxn ∈   к  Hz∈   и из  а) следует, что ( ) ,yAПAzAxn =→  
следовательно, ( ) ( )П A y A H∈  и уравнение ( ) AxyAП =  разрешимо. 
 Пусть теперь  ( ) ( )HAyAП ∈   (уравнение ( )yAПAx =  разрешимо), следователь-

но, ( ) ,∗= AxyAП  где  −∗x  минимальное решение  уравнения yAx =  (оно единственно 
в M ( ) .)A   Тогда (2) примет вид  

( ) ( ) ( ) =α+α−=α+α−= −− yAПxAEyxAEx nnnnnnn 11  

( ) =α+α−= ∗
− AxxAE nnn 1 ( )11 −

∗
− −α+ nnn xxAx . 

Разобьем последнее равенство на два, так как ( ) ( ) nnn xAПxAPx += . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0111 xAPxAPxxAAPxAPxAP nnnnn ==−α+= −−
∗

−  

так как ( )( ) .01 =− −
∗

nxxAAP  

( ) ( ) ( ) ( )=−α+= −
∗

− 11 nnnn xxAAПxAПxAП ( ) ( )( −α+ ∗
− xAПAxAП nn 1  

( ) ) ( ) ( )( ),111
∗

−−− −α−=− xxAПAxAПxAП nnnn  

так как ( )AMx ∈∗  и, следовательно, ( ) .∗∗ = xxAП  Обозначим  ( ) ,1
∗

− −=ω xxAП nn  то-

гда ( ) =− ∗xxAП n ( ) ( )( )∗−
∗

− −α−− xxAПAxxAП nnn 11 .  Отсюда  

11 −− ωα−ω=ω nnnn A ( ) ( )( ) ( ) 0111 ... ωα−α−α−=ωα−= −− AEAEAEAE nnnn  

и, аналогично nν ,  можно показать, что .,0 ∞→→ω nn  Тогда  ( ) .∗→ xxAП n  Следова-

тельно, ( ) ( ) ( ) .0
∗+→+= xxAPxAПxAPx nnn  Теорема 9 доказана. 

 Замечание 6.  Так как у нас  ,00 =x  то ,∗→ xxn  т. е.  процесс (2) сходится к 
нормальному решению, т.е. к решению с минимальной нормой. 
 Численная модельная задача  

Рассмотрим в пространстве L2(0,1) задачу в виде уравнения 
∫ =
1

0
),()(),( tydssxstK ≤        0  t ≤  1                                (31) 

c симметричным положительным ядром K(t, s)  = 2)(1001
1

st −+
. В качестве точного 

решения сформулированной задачи выберем функцию 










≤≤−

<≤
=

.1
2
1,1

,
2
10,

)(
ss

ss
sx  

С использованием квадратурной формулы правых прямоугольников при   
m = 32, mh 1=  была вычислена в точках ,ihti =  =i m,1   правая часть )(ty  интеграль-
ного уравнения (31). 
 Сформулированная  задача относится к классу обратных задач теории потенциа-
ла. Обычно на практике мы не знаем точной функции )(ty , а вместо нее известны зна-
чения приближенной функции )(~ ty  в некотором числе точек с определенной, часто из-
вестной  погрешностью δ , и по этим  приближенным данным  требуется  приближенно 
найти решение. Чтобы имитировать эту ситуацию, будем считать заданными значения 
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iy~ , =i m,1 , полученные следующим образом iy~ = [ k
ity 10)( ⋅ +  0,5] / ,k10  квадратные 

скобки означают целую часть числа и .4;3=k  При 3=k  величина погрешности 

.10 3−=δ  При 4=k  величина погрешности .10 4−=δ  Действительно, 

[ ] [ ]∫ ∑
=

−≈−
1

0 1

22 ~)()(~)(
m

i
ii hytydttyty ≤ ( ) =− 2

10 kmh k210− . Заменим интеграл в уравнении 

(31) квадратурной суммой, например, по формуле правых прямоугольников с узлами 

,1,,1, mhmjjhs j ===  т. е. ∫ ≈
1

0
)(),( dssxstK ( )∑

=

m

j
jj hxstK

1
., Тогда получим равенство 

( )∑
=

m

j
jj hxstK

1
, + )()( tytm =ρ , где −ρ )(tm  остаток квадратурной замены. Записав по-

следнее равенство в точках ,,1, miti =  получим уравнения ( )∑
=

m

j
jji hxstK

1
, + 

)()( iim tyt =ρ , .,1 mi =  Точные значения )( ity  мы не знаем, а знаем лишь приближения 

iy~  и, отбросив теперь остаточный член, получим линейную алгебраическую систему 
уравнений относительно приближенного решения 

( )∑
=

m

j
jji hxstK

1
, =  iy~    ,  .,1 mi =                                      (32) 

Выберем для определенности 32=m  и будем решать систему (32) методом итераций 
(3), который в дискретной форме запишется 

( )

.,1,,,

,0,,~

332313

)0(

1

)(
1

)()1(

mi

xhxstKyxx

nnn

i

m

j

n
jjiin

n
i

n
i

=γ=αβ=αα=α

=











−α+=

+++

=
+

+ ∑            (33)                             

Затем система (32) решалась методом простой итерации [1–9], который в данном 
случае запишется  

( ) .,1,0,,~ )0(

1

)()()1( mixhxstKyxx i

m

j

n
jjii

n
i

n
i ==












−α+= ∑

=

+          (34) 

При счете выбирались: 0,8, 4, 4, 5,6α β γ= = = . Задача была решена при 310−=δ  и  
410−=δ . При решении задачи итерационными методами (33) и (34) на каждом шаге 

итерации вычислялись: =−
m

n yAx ~)( ( ) −














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



−∑ ∑

= =

2
1

1

2

1

)( ~,
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i

m

j
i

n
jji hyhxstK  дискретная норма 

невязки, [ ] −











∑=
=

2
1

2

1

)()( hxx
m

i

n
im

n  норма приближенного решения  и  дискретная нор-

ма разности между точным и приближенным решениями 

[ ] .)(
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В обоих случаях для решения задачи сведений об истокопредставимости точно-
го решения не потребовалось, так как здесь воспользовались правилом останова по не-
вязке (17), выбрав уровень останова .5,1 δ=ε  Итак, при 33 105,1,10 −− ⋅=ε=δ для дости-
жения оптимальной точности при счете методом итераций (33) потребовалось 6 итера-
ций, при счете методом простой итерации (34) – 21 итерация. При 44 105,1,10 −− ⋅=ε=δ  
соответственно потребовалось 10 и 48 итераций.  

Пример счета показал, что для достижения оптимальной точности метод итера-
ций (3) требует примерно в 3,5 раза меньше итераций, чем метод простой итерации   
[1–9], что соответствует результатам раздела 3.  
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Operators 
 
In a Hilbert space is studied iteration method with variable step ill-posed problems with a posi-

tive definite bounded self-adjoint operator. Investigated the convergence of the iteration method in the 
case of a priori and a posteriori choice of the number of iterations of the exact and approximate right 
sides of the operator equation in the original norm of the Hilbert space. We study the case nonunique 
solutions of the equation and prove the convergence of the method in the energy norm of the Hilbert 
space. Method of numerical modeling problem solved. 
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