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Рассматривается ограниченная круговая задача четырёх тел, сформулированная на основе тре-

угольных решений Лагранжа. Обсуждаются вопросы устойчивости решений задачи типа положений 
равновесия, располагающихся в области треугольника Лагранжа. Предлагается простое доказательство 
неустойчивости таких решений для любых значений параметров на основе символьных преобразований, 
которое не использует численных расчётов. Проводится анализ квадратичной части функции Гамильто-
на, выводится необходимое и достаточное условие устойчивости положений равновесия в первом при-
ближении в виде системы неравенств, и показывается, что в области треугольника Лагранжа одно из не-
равенств системы не выполняется. Таким образом, на основе теоремы Ляпунова делается вывод о неус-
тойчивости положений равновесия, располагающихся в области треугольника Лагранжа. Приведенное 
доказательство является простым, полностью основано на символьных вычислениях и позволяет иссле-
довать решения на устойчивость при любых значениях параметров задачи, ограничившись рассмотрени-
ем лишь первого приближения. 

 
Введение 
Задача n -тел заключается в изучении n  материальных точек, движущихся в аб-

солютно пустом пространстве под действием сил взаимного притяжения, определяе-
мых вторым законом Ньютона. Поэтому в общем случае модель задачи n -тел пред-
ставляет собой систему n3  нелинейных дифференциальных уравнений второго поряд-
ка. Ещё в конце XIX века Пуанкаре, Пенлеве, Брунсом и др. было доказано [1], что та-
кие системы не могут быть проинтегрированы в конечном виде при 3≥n . Поскольку 
решение задачи двух тел ( 2=n ) имеется, то следующей по сложности является так на-
зываемая ограниченная задача трёх тел [2]. В ограниченной задаче трёх тел считается, 
что два тела движутся согласно известному решению задачи двух тел. Третье тело об-
ладает настолько малой массой, что не влияет на движение двух тел, а само движется 
под действием гравитации, создаваемой двумя телами. Даже исследование такой упро-
щённой модели, как ограниченная задача трёх тел, в плоской круговой постановке ока-
залось чрезвычайно сложным и затянулось более чем на 200 лет. При этом исследована 
устойчивость по Ляпунову простейших частных решений – стационарных – коллинеар-
ных решений Эйлера и треугольных решений Лагранжа. Напомним [3], что треуголь-
ному решению Лагранжа соответствует равномерное движение трёх тел по круговым 
кеплеровским орбитам, при котором тела образуют равносторонний треугольник в лю-
бой момент времени. 

Следует отметить, что конфигурации Эйлера и Лагранжа реализуются даже 
в Солнечной системе. Классическим примером треугольника Лагранжа является кон-
фигурация, образованная Солнцем, Юпитером и одним из астероидов Троянской груп-
пы. Поскольку массы астероидов различны, можно выделить наиболее массивный ас-
тероид и считать, что именно он вместе с Солнцем и Юпитером образует треугольник 
Лагранжа. Тогда можно рассмотреть ограниченную задачу четырёх тел, где к перечис-
ленным телам добавим астероид с пренебрежимо малой массой и будем исследовать 
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его движение в поле тяготения трёх основных тел. Такая постановка задачи является 
простым и естественным обобщением известной ограниченной задачи трёх тел [4–7]. 

Рассмотрим ограниченную задачу четырёх тел, сформулированную на основе 
треугольных решений Лагранжа задачи трёх тел [4–7]. В рамках этой модели три тела 

210 ,, PPP , обладающие в общем случае различными массами 210 ,, mmm , движутся со-
гласно известному треугольному решению Лагранжа, а четвёртое тело 3P  имеет на-
столько малую массу, что не влияет на движение основных трёх тел, а само движется в 
гравитационном поле, создаваемом тремя телами. Исследовать движение четвёртого 
тела 3P  удобно во вращающейся системе координат, с центром в точке 0P , в которой 

тела 210 ,, PPP  фиксированы на плоскости Oxy  в точках )0,0( , )0,1(  и )2/3,2/1( . 
В литературе [1–3] равносторонний треугольник с вершинами 210 ,, PPP  принято назы-
вать треугольником Лагранжа. Выполняя стандартные вычисления и преобразования, 
можно показать, что гамильтониан системы имеет вид: 

+−+++= xpyppppH yxzyx )(
2
1 222

 

−







++
−++

++
+

2222
2

1
21

1
2
3

21
1

zyx
yxx µµµ

µµ
      (1) 








+−+−
−

++−
−

222
2

222
1

4)32()12(
2

)1( zyxzyx
µµ

, 

где zyx ppp ,,  – импульсы, канонически сопряжённые координатам zyx ,, ,  и массо-
вые параметры задаются формулами 

011 / mm=µ , 022 / mm=µ . 

Зная функцию Гамильтона, несложно выписать уравнения движения тела 3P  
и показать, что все положения равновесия лежат в плоскости Oxy  ( 0=z ). При этом 
соответствующие равновесные положения определяются двумя алгебраическими урав-
нениями, которые могут быть представлены в следующем виде 
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Каждое из уравнений (2) представляет собой кривую на плоскости Oxy  при за-
данных значениях 21, µµ . Поэтому каждому решению системы уравнений (2) соответ-
ствует точка пересечения двух кривых (рисунок 1). 

 

 
Рисунок 1 – Положения равновесия 821 ...,, SSS   

при 35.0,25.0 21 == µµ . 
 
Отметим, что интерес к этой задаче был вызван ещё в 40-х годах прошлого века, 

когда в работах П. Педерсена [4] были выполнены первостепенные численные расчёты. 
Далее исследования по этой задаче проводили К. Симо [8], Р. Аренсторф [9], К. Мейер 
и Д. Шмидт [10; 11], Р. Мёкель и М. Хэмптон [12], Д. Маранхао и Я. Либрэ [13], 
Е. Леандро [14] и другие математики. При этом основное внимание в этих работах уде-
лялось проблеме существования и поиска равновесных решений, определения условий 
выпуклости центральных конфигураций в этой задаче. Проблеме устойчивости равно-
весных решений посвящено небольшое количество работ, и рассмотрены только част-
ные случаи ограниченной задачи четырёх тел, обладающих симметрией. Целостный 
анализ устойчивости по Ляпунову равновесных решений в строгой нелинейной поста-
новке был проведён в [5]. Следует отметить, что доказательство устойчивости или не-
устойчивости равновесных решений в этих работах сопровождалось громоздкими сим-
вольными преобразованиями, численными расчётами и  применением аппарата КАМ-
теории (теория условно-периодических решений на многомерных торах).  

В этой работе мы докажем неустойчивость некоторых равновесных решений без 
использования теорем КАМ-теории, ограничившись рассмотрением лишь квадратич-
ной части разложения гамильтониана системы. А именно – будет показана неустойчи-
вость равновесных решений, находящихся внутри треугольника Лагранжа, вершинами 
которого являются тела 210 ,, PPP .  Пр и это м математики [4–14] сходятся во мнении, 
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что рассматриваемая ограниченная задача четырёх тел может иметь 8, 9 или 10 равно-
весных решений в зависимости от значений параметров 21, µµ . Соответственно, в об-
ласти треугольника Лагранжа может располагаться 2, 3 или 4 равновесных решения 
(рисунок 1). 

Вопросам разработки символьно-численных алгоритмов для нахождения реше-
ний и проблеме бифуркации системы посвящены работы [6; 15; 16]. Случай, когда на 
четвёртое тело действуют не только плоские возмущения, но и возмущения, выводящие 
его из орбитальной плоскости тел (пространственная формулировка), описан в работах 
[17–19]. 

 
Анализ квадратичной части 2H  разложения гамильтониана 
В окрестности равновесного решения ),( 00 yx  функция Гамильтона (1) может 

быть представлена в виде 

...3210 ++++= HHHHH        (3) 

Первый член 0H  разложения функции Гамильтона по возмущениям является 
постоянной, которая не влияет на уравнения движения, и может быть отброшен. Член 

1H  обнуляется в силу уравнений, определяющих равновесные решения. Поэтому пер-
вый отличный от нуля член в разложении (3) является квадратичным и имеет вид 
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Несложно выписать линеаризованные уравнения возмущенного движения 
(с функцией 2H ), которые представляют собой систему линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. Соответствующее характеристическое 
уравнение имеет вид 

04221)1(2 022002
2
11200220

24 =+−−−++++ hhhhhhhλλ . 

Корнями этого уравнения являются характеристические показатели 

13,1 σλ i±= ,  24,2 σλ i±= , 

2
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202002202,1 2441 hhhhhhhhh +−+++±++=σ . 

Поскольку равновесные решения гамильтоновой системы могут быть устойчи-
выми только, если характеристические показатели являются различными чисто мни-
мыми числами, то необходимое и достаточное условие устойчивости в первом прибли-
жении эквивалентно следующей системе неравенств: 
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Теорема о неустойчивости равновесных решений 
Докажем теорему о неустойчивости по Ляпунову всех равновесных решений, 

располагающихся в области треугольника Лагранжа, то есть в области, ограниченной 
неравенствами 

)1(3,30 xyxy −<<< .       (7) 

Для этого покажем, что второе неравенство из (6) не выполняется в области (7), 
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Упрощая (9), получим 
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и далее запишем в следующем виде: 
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Уравнения (2) линейны относительно 21, µµ , поэтому коэффициенты для пара-
метров 21, µµ , выраженные через yx, , имеют вид 
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Подставляя выражения (11) только в левую часть неравенства (10), после неко-
торых преобразований получим 
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Известно [2], что параметры 21, µµ  должны быть достаточно малыми, чтобы 
треугольная конфигурация Лагранжа была устойчива в первом приближении, а именно 
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Далее, учитывая, что 2113 µµ ++> , потому как параметры 21, µµ  малы 

(13), усилим неравенство (12), поделив левую часть на 3 , а правую – на 211 µµ ++ . 
Получим 
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Решая систему неравенств, состоящую из (7) и (14), получим (7). Таким образом, 
используя теорему Ляпунова о неустойчивости по первому приближению [20], делаем 
вывод о неустойчивости решений, находящихся в области треугольника Лагранжа. 

Теорема. Все равновесные решения ),( 00 yx , принадлежащие области тре-
угольника Лагранжа (7), являются неустойчивыми по Ляпунову. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Европейской комиссии. 
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D.A. Budzko Theorem On the Instability of Equilibrium Positions in the Domain of La-

grange’s Triangle of Restricted Four-Body Problem 
 
The restricted circular four-body problem, formulated on the basis of triangular Lagrange’s so-

lutions, is considered. Problems on stability of equilibrium positions that are situated in the domain of 
Lagrange’s triangle are discussed. We propose simple proof about instability of such solutions under 
any values of parameters using only symbolic transformations. Quadratic part of Hamiltonian function 
is analyzed and necessary and sufficient condition of stability of solutions is obtained in the form of 
system of inequalities. Then it is shown that one of the inequalities is not fulfilled in the domain of La-
grange’s triangle. Finally using Lyapunov theorem we conclude about instability of equilibrium posi-
tions. 
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