
МАТЭМАТЫКА 125 

УДК 517.5 

Ю.И. Харкевич, Т.Н. Жернова, К.В. Швай 

ПОЛНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ  
ВЕЛИЧИН ПРИБЛИЖЕНИЯ СОПРЯЖЕННЫХ  
ФУНКЦИЙ ИХ ИНТЕГРАЛАМИ ПУАСОНА  
 
Рассматривается вопрос об асимптотическом поведении точных верхних граней уклонения со-

пряженных периодических функций от их сопряженных интегралов  Пуассона. Получено разложение 
верхней грани в асимптотический ряд, что дает возможность выписывать константы Колмогорова–
Никольского произвольного порядка. 

 
Пусть C – пространство π2 – периодических непрерывных функций с нормой  

)(max tff
tC

= . 

Через rW  обозначают множество 2π -периодических функций, которые имеют 
абсолютно непрерывные производные до ( 1)r − -го порядка включительно и ( ) ( ) 1rf t ≤ , 

а через 
r

W  – множество функций сопряженных к функциям из класса rW , то есть 
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Говорят, что функция ( )f x C∈  принадлежит к классу 11Lip , если для 1 2,t t∀ ∈ , 

справедливо неравенство 
1 2 1 2( ) ( ) .f t f t t t− ≤ −  

Рассмотрим краевую задачу (в единичном кругу) для уравнения 
 0u∆ =  (1) 
где ∆  – оператор Лапласа в полярных координатах. То есть уравнение (1) запишется 
в виде 
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Решение уравнения (2), что удовлетворяет граничное условие 

1
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ρ
ρ π π

=
= − ≤ ≤  

где ( )f x  – суммируемая 2π -периодическая функция, можем записать в виде 
2
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Величину ( ; )P f xρ  принято называть интегралом Пуассона функции f . 

Положив 
1

e δρ
−

= , интеграл Пуассона запишем в виде 
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называют сопряженным интегралом Пуассона функции f . 
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Задачу об отыскании асимптотических равенств для величины 
( ; ) sup ( ) ( ; ) ,C Cf

P f x P f xρ ρ
∈

= −
N

N  

где C⊆N  – заданный класс функций, ( ; )P f xρ  – интегралы Пуассона, будем называть, 
следуя А.И. Степанцу [1], задачей Колмогорова–Никольского. 

Если в явном виде найдена функция ( ) ( ; )Pρϕ ρ ϕ ρ= , такая, что при 1ρ → −  
( ; ) ( ) ( ( )),CP oρ ϕ ρ ϕ ρ= + N  

то говорят, что решена задача Колмогорова–Никольского для  интеграла Пуассона Pρ  
на классе N  в метрике пространства C . 

Определение. Формальный ряд 
0

( )n
n

g ρ
∞

=
∑ называется  полным асимптотическим 

разложением или асимптотикой функции ( )f ρ  при 1ρ → − , если для произвольного 
натурального N  при 1ρ → −  
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Кратко будем записывать этот факт следующим образом 
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Аппроксимативные свойства метода приближения интегралами Пуассона, 
а также сопряженными интегралами Пуассона  на классах дифференцируемых функций 
исследовались многими учеными. 

И.П. Натансон [2] решил задачу Колмогорова–Никольского на классах 1W  
для интеграла Пуассона: 

( )1 2( ; ) (1 ) ln(1 ) 1 , 1 .CW P Oρ ρ ρ ρ ρ
π

= − − + − → −  

В работе [3] А.Ф. Тиман получил точные значения аппроксимативных характе-
ристик 1( ; )CW Pρ : 
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если r  – четное, 0 1ρ< < . 
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если r  – нечетное, 0 1ρ< < , где nK  и nK  – константы Н.И. Архиезера – М.Г. Крейна – 
Ж. Фавара 
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и для оценки поведения этих величин отметил, что при 1ρ → −  
2 (1 ln 2)(1 ) (1 ),oρε ρ ρ
π

= + − + −  
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В работе [4] Л.В. Малей было найдено полное асимптотическое разложение 
для верхней грани отклонения функций с класса 1W  от интегралов Пуассона вида 

1

1

2 1( ; ) (1 ) ln (1 ) ,
1

k k
C k k

k
W Pρ α ρ β ρ

π ρ

∞

=

 
= − + − − 

∑  

1

1

1 1 1 1, ln 2 , 1,2,...,
2

k

k k i
i

k
k k k i

α β
−

=

 
= = + − = ⋅ 

∑  

позже оно было передоказано в работе Е.Л. Штарка [5].  
В работе В.А. Баскакова [6] были получены полные асимптотические разложе-

ния величин ( ; ) ,r
CW Pδ  по степеням 1 , δ

δ
→ ∞  в случае когда 1,2,3r = . 

Впервые оценки 
1

( ; )CW Pρ  были получены в работе Б. Надя [7], где, в частно-
сти, были установлены следующие равенства 
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( )1 2( ; ) (1 ) (1 ) , 1 .CW P Oρ ρ ρ ρ= − + − → −  
Позже в работе В.А. Баскакова [8] были найдены общие выражения, которые по-

зволяют получать асимптотические разложения величин ( ; ) ,
r

CW Pδ  по степеням 1
δ

, 

δ → ∞ , а именно 
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где [ ]2 1 2
( )kq t

π+  и [ ]2 2
( )k t

π
θ  – нечетные 2π -периодические продолжения многочленов 

2 1( )kq t+  и 2 ( )k tθ  вида  
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где 0( )h t  определяется по формуле 
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Главной целью данной работы есть нахождения полного асимптотического раз-
ложения для величины 

1

1
1

( 1; ) sup ( ) ( ; )C Cf Lip
Lip P f P fρ ρ

∈
= ⋅ − ⋅ ,  

которое позволяет выписывать константы Колмогорова–Никольского произвольно вы-
сокого порядка малости. 

Имеет место теорема. 
Теорема. Если 11Lipf ∈ , то при 1ρ → −  имеет место полное асимптотиче-

ское разложение 
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Доказательство. 
Очевидно, что 
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Использовав формулы двойных синуса и косинуса и главное тригонометриче-
ское тождество, получим равенство 
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Вследствие π2 -периодичности функции f(x) имеем: 
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2
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Поскольку 11Lipf ∈ , то, применяя свойство модуля разности, получим 
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Обозначим через )(xg  нечетную π2 -периодическую функцию, определенную на сег-
менте [ ]π;0  следующим образом: 
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Легко видеть, что правая часть (5) равна ( ,0) (0)P g gρ − . Поэтому имеем: 
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Для того, чтобы вычислить интегралы 321 ,, III , найдем сначала неопределенный интеграл  
2
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Интегрируя по частям, полагая 
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и используя формулу ([9, с. 163]), имеем 
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Используем опять интегрирование по частям и формулу ([9, с. 224]). 

∫
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Имеем 
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Из (7) вытекает, что 
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Для нахождения интегралов 1I  и 3I  применим метод интегрирования по частям 
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Подставив полученные результаты для 321 ,, III  в (6), будем иметь 
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Использовав формулы ([9, с. 543]) 
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видим, что  
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Разложим функцию 2( ) 2 ln
1

φ ρ
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+

 в ряд Тейлора по степеням 1 ρ− : 
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Сделав замену переменной в интеграле 2U , получим: 
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Подынтегральную логарифмическую функцию разложим в ряд: 
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Для нахождения интеграла в правой части равенства (10) используем формулу ([9, с. 158]): 
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Имеем, что  
2

2
1

1 1
1

m

m
m

U
m

ρ α
ρ

∞

=

 −
= ⋅ ⋅ + 

∑ , 

где mα  определяется равенством (4). 

Разложив  функцию 
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 по степеням 1 ρ− в ряд Тейлора, получим: 
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После подстановки (9) и (11) в (8) имеем (3). Теорема доказана. 
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Yu.I. Kharkevich, T.N. Zhernova, K.V. Shvaj. The Full Asymptotic Decompositions 

of Values of Approximation of Conjugate Functions by their Conjugate Poisson Integrals  
 
We investigate the question of asymptotic behavior of exact upper borders of defluxion the 

conjugate periodic functions from their conjugate Poisson integrals. We obtained the decomposition of 
upper border in asymptotic series that gives the possibility to write down the constants of Kolmogorov-
Nikolsky of arbitrary order. 
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