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УДК 517.9 

Е.Н. Швычкина 

О ПОСТРОЕНИИ СИСТЕМЫ, ЭКВИВАЛЕНТНОЙ  
ДИФИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ   
ШАЗИ С ШЕСТЬЮ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ 

 
В данной работе построена эквивалентная система для дифференциального уравнения Шази 

с шестью

У УРАВНЕНИЮ

 особыми точками, при условии, что все коэффициенты данного уравнения являются постоян-
ными. Рассмотрен метод нахождения функций, являющихся коэффициентами искомой эквивалентной 
системы а также получены условия на параметры, при которых система дифференциальны
является валентной уравнению Шази с шестью особыми точками. Также приведен при
ния таких систем для конкретных коэффициентов. Все вычисления, преобразования и построения вы-

ен  с помощ
 

При исследовании характера подвижных особых точек решений дифференци-
альных ура х вопросах общей и аналитической теорий обык-
новенных дифференциальных у ний удобнее рассматривать вместо самого диффе-

у вн н пример, для уравнений Пен-
о  п я  в виде эквивалентной систе-

мы позволили построить преобразования Бэклунд
которые дают возможность находить рациональные и специальные решения этих урав-
нений [1

ю различными полюса-
ми относительно искомой функции классифицировал и изучил Ж. Шази в работе [3]. 
Результаты его исследований сводятся к следующему: 

1. 
вижных
вид: 

, х уравнений 
 экви мер построе-

полн ы ью системы компьютерной алгебры Mathematica. 

Введение 

внений и во многих други
равне

ренциального ра е ия эквивалентные ему системы. На
леве типа втор го ор дка возможность представления их

а и, в частности, автопреобразования, 

; 2]. 
Дифференциальные уравнения третьего порядка с шесть

Если решения рассматриваемых уравнений третьего порядка не имеют под
критических особых точек, то последние, по необходимости, должны иметь 
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Уравнение (1) содержит 32 функции по z :  ),6,1(  ,,,, kFCBAa kkkkk . 
2.  того, эти функции должны удовлетворять специальной системе (S), со-

стоящей
енциального

ED,
 Кроме
 из 31 алгебраического и дифференциального уравнений. 

Для исследования диффер  уравнения (1), коэффициенты которого 
удовлетворяют системе (S) на предмет наличия у его решений Пенлеве свойства [3], 
Шази построил эквивалентные системы. Так, например, в окрестности точки голо-
морфности функции )w решения уравнения (1) им была построена система вида: (z
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где лином
рфны коэффициенты урав-

нения (1). 
Исследование уравнения (1) было продолжено Н . Лукашевичем в работе [2]. 

Им было  решение шести неприводимых уравнений Пенлеве выражается 
через р  вида  

с анал

 3 ,P 223 ,, QPQ  – по ы от w , степень которых равна нижнему индексу, и коэф-
фициенты которых голоморфны в каждой точке, где голомо

. А
 доказано, что

ешения частных классов систем
  ''' auuauuu
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)6,0(  , ibитическими коэффициентами a z . Им доказано, что если 
)(zw решение уравнения Пенлеве, то

ii  по 
 это решение можно представить в виде  

 ,
)(
)()(

zv
zuzw   (3) 

где )(zu  и )(zv  целые функции, удовлетворяющие системе (2). Подстановка (3) своди
систему (2) к уравнению 

т 

  (4) 
которое можно записать в виде (1). 

Конкретные значения коэффициентов

,' ' '' ''''' ''' 23 TwSwNwMwRwwLwwR w 

 )6,0( , iba ii , при которых общее реше-
ние является частным решением уравнения (4), приведены в [4]. 

Необходимые и достаточные условия того, чтобы уравнение (4) принадлежало 
к типу, были получены Н.А. Лукашевичем в [5]. 

 
Построение эквивалентной системы 
В данной работе решается задача о построении новых систем, эквивалентных 

дифференциальному уравнению Шази (1). Имеет место 
 1. Дифференциальное уравнение Шази вида (1), коэффициенты 

 )( 6P  

 P

Теорема

 ),6,1(  ,, FCB kkk,, kAa kk  которого являются постоянными величинами, ED,

)6,1(0  kBk ), 0
6

1


k
a  и удовлетворяют системе (S), эквивалентно системе вида а k
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)41( if i  функции по , z  и w .  

ри сделанных в

где 
Доказательство: 
П  условиях теоремы предположениях из системы (S) следует, что 

).6,1(0,0  kFD k Тогда уравнение (1) примет вид:  
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Продифференцируем первое уравнение системы (5) по z и, подставляя (6) 
в уравнение Шази (6), сравним коэффициенты при одинаковых степенях w  и v . В ре-
зультате получим си уравнений для отыскания функций стему дифференциальных 

)4,1( if i . Эта система имеет следующий вид:  
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з первых дву

где C2
 в ра-

боте [6] для решения линейного уравнения второго порядка класса Фукса с шестью 
особыми точками. Рассмотрим подробнее процедуру нахождения функции . 
Из третьего уравнения системы (7) найдем 

И х уравнений системы (7) находим функцию 
6
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 – произвольная постоянная.  
Чтобы решить систему (7)–(8) применим метод, который рассматривается

 ),(1 wf z

)(),( 11 wGCwzf  , 
где C1 – произвольная постоянная  – некоторая аналитическая функция от . 

Подставим в уравнение (8) функцию  из последнего соотношения. 
В резуль
функц . Оч
достаточно

, )(wG  w
),(1 wzf

тате это уравнение станет уравнением Риккати относительно неизвестной 
)(w е общего решения уравнения Риккати ии G видно, что для построения 

 знать частное решение этого уравнения. Такое частное решение будем ис-
кать в виде:  
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где i

2345

  )1,6( i  – элементарные симметрические многочлены, составленные из функ-

ций )1,6( iai .  
 kA )6,1( k  В работе [7] было доказано, что коэффициенты и коэффициенты 

)1,6( ia  связаны соотношениями: i
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где величины 2 , 2 , 3 определяются согласн формулам: о 
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Для дальнейших вычислений, используя соотношения (12), удобно представить 

дробь 
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Используя равенства (12) – (16), уравнение (8) можно переписать в виде  
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Для определения величин )1,6( i)50,(k b , k i  подставим функцию из (11) 
в последнее уравнение, и, проведя соответствующие преобразования, запишем уравне-
ние десятой степени относительно w . Приравнивая коэффициенты полученного урав-
нения при одинаковых степенях w , получим систему из одиннадцати алгебраических 
уравнений, которую обозначим (А), где неизвестными являются коэффициенты 

)5,0( kbk  и i  )1,6( i . Первое уравнение системы (А), полученное для коэффици-
ента при десятой степени, имеет вид:  

.0672 2  bb 00  

Отсюда находим: 20 b  или 2
3

0 b . 

Для значения 20 b , последовательно решая полученную систему (А) при ус-
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Зная вид функции из (17), определим функцию из равенства (9) 
как решение линейного неоднородного дифференциального уравнения первого порядка. 

Подставив найденные функции

 ),(1 wzf   )(3 wf

 )4,1(),( iwzfi  в систему (5), построим эк-
вивалентную систему в явном виде. 

Замечание 1. При значении 20 b  

 фу

результате вычислений получаем действи-

тельное решение уравнения (8) в виде нкции (17). При 2
3

0 b  ситуация усложняет-

ся, так как частное решение уравнения Риккати является компклеснозначной функцией: 
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Пример 
Построим эквивалентную систему (5) для уравнения Шази (6), коэффициенты 

которого )6,1( kak  имеют вид: 

 1 2 3 4 5 6
1 1 1 11,    ,   ,    1,    ,    .
2 4 4 2

a a a a a a          (18) 

При таких )6,1( kak  выполняется условие 0
6

1


k
ka . 

Сначала вычислим значения величин  
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и подставим значения (18) и (19) в соотношение (15). В результате получим уравнение 
пятой степени: 

 .0)172864)(167( 2
2
2

3
22    (20) 

Корень 16/72   сразу исключим из рассмотрения, поскольку он обращает 
знаменатели правых частей уравнений (13) и (14) в ноль. Корнями второго множителя 

левой части равенства (20) будут 4/12  , 
32

1157
2


 , 

32
1157

2


 . Для про-

стоты вычислений рассмотрим корень  
 4/12  . (21) 
Подставив значения (18), (19) в соотношения (13)–(16), найдем значения коэф-

фициентов: 

5
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Затем, используя формулы (10) и (17), определим функции ),(1 wzf и ),(2 wzf : 
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 ).1218464(
64
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2  wwwwzf  (23) 

Из уравнения (9) с коэффициентами вида (18)–(23) находим функцию )(3 wf : 
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 )12ln()2342894730019232(
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4)12ln()277721126012080(
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11 wCwC

 11 855443961(
125

1)14ln()461258438488969( CwC  

)))4(6)320((277211/()))14ln()132866150 322
1 wwwCw  , (24) 

где 321 ,, CCC произвольные постоянные.  
Таким образом, все коэффициенты системы (5) определены и построенная сис-

тема с коэффициентами (22)–(24) является эквивалентной уравнению Шази (6). 
Замечание 2. В процессе проведения аналитических вычислений при построе-

нии эквивалентных систем, а также при сравнении частных решений (решений задач 
Коши) у уравнения (6) и эквивалентной ему системы (5) удобно использовать системы 
компьютерной математики Mathematica. Например, решим задачу Коши для уравнения 
(6) при коэффициентах )6,1( kak  вида (18)  

3 4 2 6 48331633 ' (128 100 11) '( 17774150 103817108w w w w E w E w        
 ''33326532(32)758201''8331633(141199713939745721 52 wwEwwEwE

 463 8464(2777211)4956527''23328572(4)4915919 wwEwwE  
.0))1218464(2777211/(''')121 2462  wwwww  (25) 

Интегрируя уравнение (25) с использованием функции NDSolve, можно найти 
его частное решение для заданных начальных условий. Его график, например, при 

0,5,1)0('',5,1)0(',5,1)0(  Ewww  
имеет вид (рисунок, прерывистая линия). 

Используем также функцию NDSolve для интегрирования системы (5), (22)–(24) 
эквивалентной уравнению (25). Решение построенной системы (5), (22)–(24) при  

,0,0)0(,5,1)0(',5,1)0(  Evww  

231 ,
72
25,0 CCC   – произвольное число, 

имеет вид (рисунок, сплошная линия). 
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Рисунок – График функции )(zw на интервале )20,20(  

Видим, что графики обоих частных решений совпадают. 
 

Заключение 
В работе построен новый класс эквивалентных систем для дифференциального 

уравнения Шази с шестью особыми точками, при условии, что все коэффициенты дан-
ного уравнения являются постоянными величинами. Рассмотрен метод нахождения 
функций, являющихся коэффициентами искомой эквивалентной системы, а также по-
лучены условия на параметры, при которых система дифференциальных уравнений яв-
ляется эквивалентной уравнению Шази с шестью особыми точками. Также приведен 
пример построения таких систем для конкретных коэффициентов.  
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H.N. Shvychkina. The Building of Equivalent System With Six Singularities 
 
In this paper the building of equivalent system of the Chazy differential equation with six sin-

gularities. We considered the case, when all coefficients are constants. We formulated the conditions for 
parameters, when the system of differential equations is equivalent of the Chazy equation. We represent 
examples here which illustrates given considered method. All calculations, transformations and plotting 
were done with computer algebra system Mathematica.  


