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О НЕРЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ  
ВАРИАНТАХ МЕТОДА КАНТОРОВИЧА– 
КРАСНОСЕЛЬСКОГО РЕШЕНИЯ  
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
В статье рассматриваются сверхлинейные итерационные процессы для нахождения приближен-

ного решения нелинейного операторного уравнения в пространстве Банаха. Процессы сходятся к точно-
му решению уравнения с «плохого» начального приближения. Локальная скорость сходимости процес-
са – квадратичная. Приводятся условия существования решения в области D.  

 
Применение итеративных методов для решения нелинейных уравнений натал-

кивается на следующую трудность: если оператор задачи недифференциальный, то для 
успешного применения метода простой итерации, он должен быть оператором строгого 
сжатия, что на практике редко имеет место. Тем не менее очень часто оператор задачи 
может быть представлен в виде суммы двух операторов, один из которых недифферен-
цируем, а второй дифференцируем. В этом случае строится итерационный процесс, 
предложенный Л.В. Канторовичем и развитый затем М.А. Красносельским [1]. К сожа-
лению, предлагаемый процесс, который назовём процессом Канторовича–
Красносельского, является локальным, т.е. сходящимся при «хороших» начальных 
приближениях. Для превращения этого процесса в «нелокальный» (по другой термино-
логии, в «полулокальный») используем идеи монографии [1].   

Для решения нелинейного операторного уравнения 
 0)()(  xgxf      (1) 

,f  g  – нелинейные операторы, действующие из некоторой выпуклой области  бана-
хова пространства X, в X в монографии [1] предложен алгоритм 

D

 ,      nnnnnnn xxxgxfxfxx 


 )()(1'
1 ...,1,0n   (2) 

Он подробно рассмотрен в [2], где доказана его локальная сходимость. 
Для решения уравнения (1) предлагается нелокальный алгоритм с регулировкой шага. 

Шаг 1. Решается линейная система для определения поправки : nx
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Шаг 2. Находится очередное приближение: 

 nnn xxx 1 .  (4) 
Шаг 3. Проверяется выполнение условия || )( 1nxf )( 1 nxg || ,  – малая вели-

чина (параметр останова). Если условие выполняется, то конец просчетов, иначе  

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и переход на шаг 1. 
Относительно оператора  предполагаем, что , производная Фре-

ше  оператора  удовлетворяет условию Липшица с некоторой константой L 

и ||

f )1(
DCf 

)(' xf f

Bxf 1' )]([ , Dx . Относительно оператора g  полагаем, что  имеет 

место соотношение: 

Dx



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка.Матэматыка               № 2 / 2010 82 

 Kxgxg nnnnn    ||)()(|| 11 .  (6) 
Условие вида (6) впервые, по-видимому, было рассмотрено в [3; 4, с. 297]. 

Теорема 1. Пусть в области  
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решение уравнения (1), операторы  и 
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f g  удовлетворяют перечисленным выше усло-
виям, начальное приближение  и шаговые длины 0x 10 ,   таковы, что  
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Тогда алгоритм (3)–(5) со сверхлинейной (локально с квадратичной) скоростью 

сходится к . *x
Доказательство. Из (3) и условий теоремы имеем 
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С учетом (8) справедлива оценка 
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Из (9) следует соотношение, связывающее нормы квазиневязок на соседних ша-

гах: 
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 ||)()(|| 1 nnnn xgxfq   .  (10) 
Здесь  ||,)()(||)( 1

2
nnnnn xgxfLBKB   ).1(1 nnnq    

Соотношение (10) является базовым при доказательстве сходимости процесса 
(3)–(5). При  из (10) и условий теоремы имеем: 0n

  ||)()(||))1(1(||)()(|| 01000101 xgxfxgxf  ||,)()(|| 0100 xgxfq    10 q , 
||)()(||||)()(|| 010101 xgxfxgxf   .   (11) 

Из (5) и (11) следует, что 01   . 
При  из (5), (10) и условий теоремы получим оценку 1n

  ||)()(||))1(1(||)()(|| 10111212 xgxfxgxf    
  ||)()(||))1(1( 10101 xgxf   ||)()(|| 1011 xgxfq   
 ||,)()(|| 01001 xgxfqq    (12) 
и так как 01   , то . Из (12) следует, что 01 qq  ||,)()(||||)()(|| 101212 xgxfxgxf    
тогда из (5) следует, что 12   . 

Индуктивные рассуждения позволяют утверждать, что последовательность  iq  
монотонно убывающая, последовательность итерационных параметров  i  монотонно 
возрастающая и в силу (10) справедлива оценка 
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из которой следует слабая сходимость последовательности элементов , генери-
руемых процессом (3)–(5) к . При этом 

 nx
*x n 1, так как последовательность  i  мо-

нотонно возрастающая и ограничена сверху единицей. Переходя к пределу в (5) при 
с учетом (13), имеем, что  К, что при i  K   1 и n
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Из соотношения (3), (13) и условий теоремы имеем оценку 
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из которой следует и сильная (по норме) сходимость последовательности  к .  nx *x
При  из (15) находим величину радиуса сферы 0n ),,( 0 rxSD   
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 Как следует из (13), существует такой номер , что для всех 

итерации (3)–(5) попадают в область притяжения метода с ,

0n

10nn  n  рассмотрен-
ного в [2]. 

Нетрудно показать, что, начиная с , метод (3)–(5) имеет квадратичную 
скорость сходимости. В самом деле, при 1

0nn 
n  из (10) следует оценка 
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или  из которой следует локальная квадратичная сходимость процесса (3)–(5) 
с 
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Замечание 1. Частный случай алгоритма (3)–(5) при 0  рассмотрен 

в работе [5]. 
)( xg

Рассмотрим сходимость процесса (3)–(5) в условиях Вертгейма, то есть если 
производная Фреше оператора )  удовлетворяет условию Гельдера вида: (' xf
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Теорема 2. Пусть в интересующей нас области  выполняются условия теоре-

мы 1, оператор )  удовлетворяет условию (16), начальное приближение  
и шаговые длины 
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Тогда алгоритм (3)–(5) со сверхлинейной скоростью сходится к . *x
Доказательство. Из условий теоремы следует оценка 
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С учетом (18) имеем:  
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откуда следует соотношение, связывающие нормы квазиневязок на соседних шагах. 
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При  из (19) и условий теоремы имеем 0n
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Из (5) и (20) следует, что 01   . 
При  из (5), (20) и условий теоремы следует оценка: 1n

  ||)()(||))1(1(||)()(|| 10111212 xgxfxgxf    (21) 
  ||)()(||||)()(||))1(1( 101110101 xgxfqxgxf   

 ||,)()(|| 01001 xgxfqq     
и так как 01   , то . 01 qq 

Из (5) и (21) имеем, что 12   . 
Индуктивные рассуждения позволяют утверждать, что последовательность  iq  

монотонно убывающая, последовательность итерационных параметров  i  монотонно 
возрастающая и, в силу (19), справедлива оценка:  

 


  ||)()(||||)()(|| 010
1

11 xgxfqxgxf
n

i
innn  ||,)()(|| 010

1
0 xgxfqn


    (22) 

из которой следует слабая сходимость последовательности элементов , гене-
рируемых процессом (3)–(5) к . При этом 
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Из соотношений (3), (19) и условий теоремы имеем оценку 
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из которой следует и сильная сходимость последовательности  nx  к . *x
При  из (23) находим величину радиуса интересующей нас области 0n
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Как следует из (19), существует такой номер , что для всех  итерации 
(3)–(5) попадают в область притяжения метода с ,
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дует оценка            
0nn

,p||)()((||)()(|| 1
11 nnnn xgxLBxgxf   ||) f1 pKB 

или , из которой следует сверхлинейная сходимость процесса (3)–(5) с p
nn


  1
1  1n  

к . Теорема доказана. *x
Как показывает вычислительная практика решения существенно нелинейных за-

дач, алгоритм, описанный выше, является более эффективным (часто на порядок) 
по количеству итераций, если вместо формулы (5) для определения шаговой длины ис-
пользовать следующие формулы: 
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||)()(|| 000 xgxfW   , 1 ,  1,0;001,00  . 
Если область  определить другим способом, чем это мы делали выше, то мо-

жет быть описан еще ряд эффективных процессов. 
D

Пусть оператор f  удовлетворяет в области  условиям: , линейный 
оператор  в  обратим и имеют место оценки 
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Здесь  – производная Фреше оператора . Относительно оператора g полагаем, 
что выполняется условие (6).  

)(' xf f

Определим область  следующим образом: D  0: wwxD n  . Для решения 
уравнения (1.1) применим процесс вида: 

Шаг 1. Решается линейное уравнение:  
 
 ...2,1,0)),()(()( 1   nxgxfxxf nnnnn                               (25) 

Шаг 2. Находим очередное приближение:  
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Шаг 3. Если )( 1nxf < ,  <<1 (параметр останова), то конец просчётов, ина-
че 

Шаг 4. Определяется новая шаговая длина: если )( 1nxf  < )( nxf , то n  при-
нимает значение 1, иначе 
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1,1;)()( 0000  xgxfw  
и осуществляется переход на шаг 1. 

Теорема 3. Пусть в области D существует *x  – решение уравнения (1), оператор f  
удовлетворяет перечисленным выше условиям. Пусть сверх того выполняются условия: 

а) ;1
2

)()(
0

010
2

0 


  l
xgxfKB

  

б) 12 




o
. 

Тогда итерационный процесс (25)–(28) со сверхлинейной скоростью сходится 
к Dx *  и 0lim 


n

n
w . 

Замечание 2. Как следует из (28),  аппроксимирует 1nw )()( 11   nnn xgxf , 
и, следовательно, существует такой номер , что для всех  начинает выполнятся 
достаточное условие сходимости метода Ньютона. Если 1

k ki 
~i , тогда  попадает в об-

ласть притяжения метода Ньютона, и мы можем рассчитывать на локальную квадра-
тичную сходимость процесса (25)–(28).  

ix
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Теорема 4 справедлива в предположении существования в  D *x  – решения 
уравнения (1). Сформулируем и докажем теорему, в которой будут использованы дока-
зательные вычисления. 

Теорема 4. Пусть в области D оператор , )2(
DCf    DxKxfBxf  ,)('',)(' 1  

и, сверх того, выполняются условия: 

а) 
 

1
2

)(
0

010
2

0 
  l

xgxfKB
,   b) 12

0




 , 

c) начиная с некоторого номера kik i  ,1 , 
тогда итерационный процесс (25)–(28) со сверхлинейной (локально с квадратичной) 
скоростью сходится к . Dx *
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V.M. Madorsky. Abaut non Regulariseid non Local Kantorovich-Krasnoselski methods 
of Solving non Linear Equations 

 
The paper is concerned with the non local super linear Kantorovich-Krasnoselski iterative meth-

ods of approximate solution of the nonlinear operator equation in the Banach space. The processes con-
verge to exact solution of the operator equation from the «bad» initial approximation. The local speed of 
convergence of the processes is too. We have the conditions that solution in the region D is exist. 
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